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Convex invertible cones and the Cohen-Lewkowicy
interpolation theorem

Summary

Convex cones, defined on any algebra with a unit element, which are closed under inversion
(convex invertible cones or cics for short) are studied. We establish that the intersection of cics is
a cic. For a set X contained in a unital algebra, we denote by % (X) the cic generated by X. To
get €(X) from its generating set X, we provide an inductive construction. We set Xy = Ry - X,
and Xy is obtained from X}, by taking convex combinations of members in X} and their inverses.
The union of this increasing sequence X}, produces € (X).

One of our main goals is to study the Lyapunov inequality in association with matrix cics.
We restrict ourselves to the real Lyapunov inequality, both nonstrict and strict, and to cics of real
matrices. We start by studying the structure of real matrix cics, along with other related properties
such as subcics, nonsingularity and similarity. Matrix inertia plays a major role in characterizing
nonsigular cics. Next we look at the various connections real matrix cics have with the nonstrict
and strict, real Lyapunov inequality. For a given real matrix A, we study the two sets of all possible
solutions to the nonstrict and strict, real Lyapunov inequality, for this matrix A. Under certain
conditions on A, we are able to determine all the possible solutions to the strict, real Lyapunov
inequality, for this matrix A. We are particularly interested in the event where for two given real
matrices A and B, it follows that all the solutions to the nonstrict, real Lyapunov inequality for A,
are also solutions to the nonstrict, real Lyapunov inequality for B. This describes the Lyapunov
order between two real matrices A and B. Among other things, we study the main properties of
the Lyapunov order and introduce the cic of all real matrices satisfying the Lyapunov order with
a fixed real matrix.

We also study various cics in the algebra of real, rational functions R. Thus R consists of
all functions f that can be expressed as the ratio of two real polynomials in a complex variable,
where inversion is given by involution f — % These cics include the cic of positive, real rational
functions (PR) and the cic of positive, real, odd rational functions (PRQ). We make use of control
theory to study the cic PRO.

We end the study by showing that if a real matrix B belongs to the cic generated by a real
matrix A, there is at least one f € PRO such that B = f(A). To find such an f € PRO for
two given real matrices A and B is a variation on Nevanlinna-Pick interpolation introduced by N.
Cohen and I. Lewkowicz, which we shall refer to as the Cohen-Lewkowicz interpolation problem.
Hereby we have established a connection between the matrix cics and the function cics we have
studied.

Keywords: Convex invertible cones, Lyapunov order, Lyapunov inequality, Lyapunov regular
matrices, positive real odd rational functions, interpolation.
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Konveks inverteerbare keéls en die Cohen-Lewkowicz
interpolasiestelling

Opsomming

Konvekse keéls, gedefineer op enige algebra met 'n eenheidselement, wat geslote is onder die neem
van inverses (konveks inverteerbare keéls of kortliks skryf ons kiks) word bestudeer. Ons toon
aan dat die snyding van kiks 'n kik is. Vir 'n versameling X wat bevat is in 'n algebra met
eenheidselement, dui ons met € (X) die kik aan wat deur X voortgebring word. Om € (X) te
bepaal vanuit sy voortbringende versameling X, voer ons 'n induktiewe konstruksie uit. Ons stel
Xo =Ry - X, en verkry Xiy1 van X deur konvekse kombinasies te neem van elemente in X} en
hul inverses. Die vereniging van hierdie stygende ry X}, lewer dan € (X).

Ons fokus op die verband tussen die Lyapunov ongelykheid en matriks kiks. Omns beperk
onsself tot die reéle Lyapunov ongelykheid, beide die nie-streng sowel as die streng ongelykheid en
tot kiks van reéle matrikse. Ons begin deur die struktuur van reéle matriks kiks te bestudeer,
tesame met ander verwante eienskappe soos deelkiks, nie-singuliere kiks en die geslotenheid van
spesifieke versamelings onder gelykvormigheid. Die inersie van 'n matriks speel 'n groot rol in
die karakterisering van nie-singuliere kiks. Voorts bespreek ons verskillende verwantskappe tussen
reéle matriks kiks en die reéle Lyapunov ongelykheid, beide die nie-streng sowel as die streng
ongelykheid. Vir 'n gegewe reéle matriks A bestudeer ons die twee versamelings van alle moontlike
oplossings van die reéle Lyapunov ongelykheid: Die eerste versameling bestaan uit alle moontlike
oplossings van die nie-streng, reéle Lyapunov ongelykheid, vir hierdie matriks A, en die tweede
versameling bestaan uit alle moontlike oplossings van die streng, reéle Lyapunov ongelykheid, vir
hierdie matriks A. Onder sekere voorwaardes op A, kan ons die versameling van alle moontlike
oplossings van die streng, reéle Lyapunov ongelykheid, vir hierdie matriks A, bepaal. Ons stel in
die besonder belang in die geval waar vir twee gegewe re€le matrikse A en B, al die oplossings van
die nie-streng, reéle Lyapunov ongelykheid vir A, ook oplossings van die nie-streng, reéle Lyapunov
ongelykheid vir B is. Hierdie beskryf die Lyapunov orde tussen twee reéle matrikse A en B. Onder
andere kyk ons na eienskappe rakende die Lyapunov orde en stel ons die kik bekend wat bestaan
uit alle reéle matrikse wat die Lyapunov orde met ’'n vaste reéle matriks bevredig.

Ons bestudeer ook verskeie kiks in die algebra van reéle, rasionale funksies R. Dus R bestaan
uit alle funksies f wat uitgedruk kan word as die verhouding van twee reéle polinome in 'n komplekse
veranderlike, waar inversie gegee word deur involusie f — % Die funksie kiks waarna ons kyk sluit
in die kik van positiewe, reéle, rasionale funksies (PR) en die kik van positiewe, onewe, reéle,
rasionale funksies (PRO). Ons maak gebruik van beheerteorie om die kik PRO te bestudeer.

Ons eindig die studie af deur te wys as 'n reéle matriks B aan die kik behoort wat voortgebring
word deur ’'n reéle matriks A, dan bestaan daar ten minste een f € PRO s6 dat B = f(A). Die
tegniek om so 'n f € PRO te verkry vir twee gegewe reéle matrikse A en B, is 'n variasie op
Nevanlinna-Pick interpolasie wat deur N. Cohen en I. Lewkowicz bekend gestel is. Daarom verwys
ons hierna as die Cohen-Lewkowicz interpolasieprobleem. Hiermee het ons 'n verband gekry tussen
die matriks kiks en die funksie kiks wat ons bestudeer het.

Sleutelterme: Konveks inverteerbare keéls, Lyapunov orde, Lyapunov ongelykheid, Lyapunov
reguliere matrikse, positiewe onewe reéle rasionale funksies, interpolasie.
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1 Inleiding

'n Konveks inverteerbare keél (kik) kan gedefinieer word oor enige algebra met 'n eenheidselement.
'n Kik is 'n nie-leé deelversameling van die algebra waaroor hy gedefinieer is, wat geslote is onder
optelling, nie-negatiewe skaling en die neem van inverses. Ons kyk na verskeie kiks in hierdie
studie.

Daar is belangrike verwantskappe tussen matriks kiks en die Lyapunov ongelykheid, soos be-
spreek word in [7] en [9]. Die Lyapunov ongelykheid, tesame met ander matriksvergelykings, speel
'n belangrike rol in lineére stelsel- en beheerteorie, soos gesien in [10]. Ons beperk onsself tot reéle
matriks kiks en die reéle Lyapunov ongelykheid wat vir 'n gegewe reéle matriks A, 'n S € S soek
s6 dat

SA+ AS e P,

waar AH die Hermitiese getransponeerde van A is, S die versameling reéle, simmetriese matrikse
en P die versameling reéle, positief definiete matrikse. Ons brei die bespreking uit om die geval
waar P met P (die versameling reéle, positief semi-definiete matrikse) vervang word, in te sluit.
Ons definieer die oplossingsversamelings van hierdie twee ongelykhede soos volg

S(A)={Se€S:SA+ATScP} en SA) ={SeS:SA4+A”ScP}.

In [7] word die Lyapunov orde tussen twee reéle matrikse A en B, aangedui met A < B, gedefinieer
as
SeS, SA+AUSecP = SB+B"SecP, oftewel S(A)CS(B).

Die Lyapunov orde A < B, tussen twee reéle matrikse A en B, beteken dus dat al die oplossings van
die nie-streng, reéle Lyapunov ongelykheid vir A, ook oplossings van die nie-streng, reéle Lyapunov
ongelykheid vir B is. Vir A € R™*™ dui ons die kik, bestaande uit alle reéle n x n matrikse wat A
in die Lyapunov orde domineer, aan met ¢ (A), dus

€e(A)={BcR"™": A< B}

Ons sé 'n matriks het reguliere inersie as dit geen eiewaardes op die imaginére as het nie. Die
deelversameling 6o(A) van € ¢(A), bestaande uit al die matrikse in € ¢(A) met reguliere inersie,
vorm oor die algemeen nie 'n kik nie. Verder verwys ons na A € R™*"™ as Lyapunov regulier
wanneer al die eiewaardes Ap, ..., A, van A4 s6 is dat A; + A; # 0, 1 < i,j < n. Dit volg eenvoudig
dat Lyapunov regulier, reguliere inersie impliseer.

Ons ondersoek die moontlike karakterisering van die kleinste kik wat 'n gegewe reéle matriks
A bevat, of anders gestel die kik voortgebring deur A. Ons dui hierdie kik met € (A) aan. In
die geval waar A reguliere inersie het, volg €(A4) C €e(A) N {A}%, met {A}} die reéle, dubbel
kommutant van A. 'n Stelling wat in [7] sonder bewys gegee word, beweer dat in die geval waar A
Lyapunov regulier is, volg €' (A) = €e(A) N {A}g. Ons bewys hierdie bewering vir verskeie spesiale
gevalle.

Rasionale skalaarfunksies op C, met 'n nie-negatiewe reéle deel op die regter-halfvlak, kom voor
in die bestudering van elektriese netwerke, dissipatiewe stelsels en die Nevanlinna-Pick interpola-
sieprobleem, volgens [2] en [8]. Ons dui die versameling van rasionale skalaarfunksies op C met
reéle koéffisiénte, aan met R. Vervolgens dui PR die kik aan wat bestaan uit die funksies f € R
wat analities is in die oop regter-halfvlak I, met 'n nie-negatiewe reéle deel daar, dus

Re(f(2)) >0, =zell.



Ons verwys na hierdie funksies as positiewe, reéle, rasionale funksies. Ons sien uit [2] dat elke
funksie in R geskryf kan word as 'n direkte som van 'n ewe en 'n onewe deel. Verder volg ook
uit [2] dat die versameling van alle onewe funksies in R ook 'n kik vorm en ons dui dit aan met
RO. Die deelkik PR NRO = PRO bestaan uit die reéle, onewe, rasionale skalaarfunksies op C,
met nie-negatiewe reéle deel op die regter-halfviak. Ons verwys na hierdie funksies as positiewe,
onewe, reéle, rasionale funksies. In [8] word bewys dat alle funksies in PRO 'n Foster voorstelling
aanneem en dat fo(2z) = z, vir z € C, die voortbringer van PRO is. Dus €(fs) = PRO. Verder
maak ons ook gebruik van beheerteorie om egte PRO matriksfunksies te bestudeer.

In [8] word ook bewys as 'n reéle matriks B aan die kik behoort, wat voortgebring word
deur 'n reéle matriks A met reguliere inersie, dus B € ¥ (A), dan bestaan daar ten minste een
f € PRO sé dat f(A) = B. Ons bewys ook hierdie stelling en kry sodoende 'n verwantskap tussen
al bogenoemde kiks. Om 'n f € PRO te kry s6 dat B = f(A) vir twee gegewe reéle matrikse A
en B, verwys ons na as die Cohen-Lewkowicz interpolasieprobleem.

Vervolgens bespreek ons die struktuur van die studie. Ons verdeel hierdie studie in vier dele.
In die eerste deel kyk ons na kiks in die algemeen. Hiervoor definieer ons in Hoofstuk 2 die begrip
van 'n kik en bewys sekere eienskappe rakende kiks. Belangrike resultate in hierdie hoofstuk is die
feit dat die snyding van kiks weer 'n kik is, asook die rekursiewe konstruksie van 'n kik vanuit sy
voortbringende versameling.

Vir die tweede deel van die studie kyk ons na matriks kiks. Dit begin vanaf Hoofstuk 3 waar
ons die nodige lineére algebra begrippe definieer en ook alle nodige resultate, sonder bewys gee.
In Afdeling 3.7 sluit ons wel die bewyse van die resultate in, omdat die eienskappe van Toeplitz
matrikse deel vorm van die resultate in Hoofstuk 4. Die rede vir Hoofstuk 4 is om die resultaat
te verkry dat die reéle dubbel kommutant van 'n reéle matriks dieselfde is as die versameling van
alle reéle polinome in die matriks. Aangesien ons metode van bewys vir hierdie resultaat, wat
gegee word voor Afdeling 4.1, gebruik maak van die resultate vir die komplekse geval, wat reeds
welbekend is, bespreek ons in Afdeling 4.3 eers die benodigde komplekse resultate, alvorens ons in
Afdeling 4.4 die verlangde resultaat bewys. In Hoofstuk 5 word kiks van reéle matrikse bestudeer.
Ons vind die oplossingsversamelings van die Lyapunov ongelykhede in Afdeling 5.2. Die Lyapunov
orde tussen twee reéle matrikse kom voor in Afdeling 5.3. In Afdeling 5.4 word bewys ons kan die
Lyapunov orde tussen twee Lyapunov reguliere matrikse herdefinieer. Ons sien ook hier waarom
ons die reéle resultaat van Hoofstuk 4 benodig.

In die derde deel van die studie kyk ons na kiks van reéle, rasionale funksies op C. Ons begin
in Afdeling 6.1 deur positiewe, onewe, reéle, rasionale skalaarfunksies op C bekend te stel. Ons
bewys hierdie versameling PRO is 'n kik. Ons bepaal in Afdeling 6.2 die voortbringer van PRO
en wys dat elke funksie in PRO ’'n Foster voorstelling aanneem. Ons beperk onsself egter nie
net tot skalaarfunksies nie, maar kyk ook na reéle, rasionale matriksfunksies. Sodoende bewys
ons met 'n alternatiewe metode dat alle egte funksies in PRQO die Foster voorstelling aanneem,
asook dat die versameling egte funksies in PRO ’n kik vorm. In Afdeling 6.5 bewys ons dat alle
egte, reéle, onewe, rasionale matriksfunksies met nie-negatiewe reéle deel op die regter-halfvlak, die
Foster voorstelling aanneem en ’n kik vorm. Om dit te kan bewys benodig ons onder andere die
oordrag realisasiestelling wat in Afdeling 6.4 voorkom. Laasgenoemde benodig die realisasieteorie
van Afdeling 6.3.

In die vierde en laaste deel sluit ons die studie af met die Cohen-Lewkowicz interpolasieprobleem.
In Afdeling 7.1 stel ons die interpolasieprobleem bekend en verduidelik wat bedoel word met f(A)
waar A € R™™" reguliere inersie het en f € PRO. Dan bewys ons € (A) = {f(4) : f € PRO} deur



gebruik te maak van die resultaat €(fo) = PRO uit Hoofstuk 6. In die oorblywende afdelings
bewys ons die bewering wat vroeér genoem is en as 'n vermoede in Afdeling 5.4 gestel word, naamlik
C(A) = Ga(A) N {A} vir alle moontlike gevalle van Lyapunov reguliere matrikse A € R?*2,



2 Keéls en kiks

In hierdie hoofstuk bespreek ons basiese resultate oor konvekse keéls en konveks inverteerbare keéls
(kiks).

2.1 Keéls

Die volgende basiese definisies in verband met keéls is verkry vanuit [1]. Hier dui L op 'n vektor-
ruimte oor die liggaam R.

Definisie 2.1. 'n Nie-leé deelversameling K van L word 'n konvekse keél genoem as K geslote is
onder optelling en vermenigvuldiging met nie-negatiewe skalare, dus

(i) K+ K CK,
(ii) ak C K vir alle a > 0.
Dit is eenvoudig om te sien dat 'n konvekse keél 'n konvekse versameling is.
Lemma 2.2. Laat K 'n konvekse keél in L wees. Dan is KN (=K) 'n deelruimte van L.

Bewys. Neem o = 0 in Definisie 2.1(ii). Hieruit sien ons 0 € K asook 0 = —0 € —K. Dus
0e KN (—=K).

Neem u,v € KN (=K), dus u,v € K en (—u),(—v) € K. Dan u+v € K en —(u +v) =
(—u) 4+ (—v) € K. Daarom volg u +v € KN (—K).

Vir u € KN (—K) en c enige skalaar, volg cu € K en cu € —K as ¢ > 0, of cu = (—c¢)(—u) € =K
en cu = (—c)(—u) € K as ¢ < 0. Ons kry dus in beide gevalle dat cu € KN (—K). Hiermee is bewys
dat £ N (—=K) 'n deelruimte van L is. O

Wanneer K N (—K) = {0} word die konvekse ke€l 'n gepunte konvekse keél genoem.

Lemma 2.3. Laat K 'n konvekse versameling in L wees en neem aan Ry - KK =K. Dan is K 'n
konvekse keél.

Bewys. Vanuit R, - = K sien ons dat R, - K C K. Gevolglik is KC geslote onder vermenigvuldiging
met nie-negatiewe skalare. Om te sien dat IC geslote is onder optelling neem kq, ko € K. Aangesien
Ry - K = K weet ons 2k1,2ko € K en omdat K konveks is volg k1 + ko = %(214:1) + %(2]@2) e K.
Gevolglik is IC geslote onder optelling. Hiermee is bewys dat K 'n konvekse keél is. O

Lemma 2.4. Vir konvekse keéls IC; in L, met i uit 'n indeksversameling I, is NjciK; ook 'n
konvekse keél.

Bewys. Definieer I := M;c1/;. Aangesien 0 € C; vir elke ¢ € I weet ons 0 € N;e1K; = K, dus K
kan nie leeg wees nie.

Vir kq,ky € K sal k1 + ko € K, omdat ki,ko € K beteken ki, ko € KC; vir elke i € I. Dus sal
k1 + ko € K; vir elke ¢ € I aangesien elke IC; 'n konvekse keél is. Daarom volg K 4+ K C K.

Vir'n A > 0en vir 'n k € K sal Ak € K. Dit volg omdat k£ € K beteken k € K; vir elke ¢ € I,
gevolglik ook Ak € K; vir elke ¢ € I omdat elke K; 'n konvekse keél is. Daarom volg MC C K.
Hiermee is bewys dat K = N;c;KC; 'n konvekse keél is. O]

Definisie 2.5. Laat K 'n gepunte konvekse keél in L wees. 'n Nie-leé konvekse deelversameling V'
van IC\ {0} is 'n basis vir K as daar vir elke z € £\ {0}, 'n A > 0 bestaan en 'n v € V, beide uniek
bepaal, s6 dat x = Awv.



2.2 Kiks

Vir meer inligting oor wat hierna volg, sien [8]. Ons aanvaar deurgaans dat o/ 'n algebra oor die
liggaam R is.

Definisie 2.6. Vir 'n versameling X C & definieer ons X! := {z7! : x € & inverteerbaar}. 'n
Konvekse keél € van & word 'n konvekse inverteerbare keél (kik) genoem as dit geslote is onder
die neem van inverses, dit wil s¢ €~ C €.

Lemma 2.7. Vir kiks %; in o/, met i uit 'n indeksversameling I, is N;c1%B; ook 'n kik.

Bewys. Laat Z := N;jecr#;. Vanuit Lemma 2.4 weet ons & is 'n konvekse keél. Ons moet dus net
wys dat & geslote is onder die neem van inverses. Vir 'n inverteerbare b € %, sal b € %; en dus
b= € %; vir elke i € I. Gevolglik sal b~ € Z wees. Hiermee is bewys dat & = N;c;%; 'n kik
is. O

Definisie 2.8. Vir 'n versameling X C & skryf ons ¢(X) vir die kik wat voortgebring word
deur X, naamlik die kleinste kik in &/ wat X bevat. In hierdie geval verwys ons na X as 'n
voortbringende versameling vir die kik. As X = {z} uit 'n enkel element bestaan, skryf ons €'(x).

As x € o/ nie inverteerbaar is nie, volg €' (z) = Ry - {z}.

Gevolg 2.9. Vir 'n versameling X C <f, laat I die indeksversameling wees wat bestaan uit alle
kiks wat X bevat. Dan €(X) = Ngec1B.

Bewys. Dit is duidelik dat die indeksversameling I nie leeg is nie, aangesien f self 'n kik is wat
X bevat. Aangesien X C Z vir elke # € I, volg X C Nger#. Dan weet ons vanuit € (X) se
definisie en vanuit die feit dat Ny % 'n kik is wat X bevat, dat € (X) C NgerAB. Ons sien dat
Nger? die kleinste kik is wat X bevat, omdat ons weet daar bestaan 'n Z € I sodat €(X) = 4.
Aangesien Ny B C B vir elke B € I, sal Nye B C B = € (X). Dus €(X) = NgerA. d

Definisie 2.10. Vir 'n versameling X C & dui ons die konvekse omhullende daarvan aan met
conv(X). Dit is die kleinste konvekse versameling wat X bevat, naamlik die snyding van alle
konvekse versamelings wat X bevat.

Die konvekse omhullende van 'n versameling X kan beskryf word as

n n
conv(X) = {Zaixi: neN, >0, ;€ X vir i =1,2,...,n en Zaizl}.
i=1 i=1

Lemma 2.11. Vir twee versamelings X,Y C o7 wvolg

R, - conv (X UY) = conv ((R+ X) R - Y)) .

Bewys. Neem = € R - conv (X |JY). Dan geld

ni ng ni n2
r=290 Zaixi-i-z:ﬁjyj :Zai(5$i)+26j(5yj)7 met
i=1 j=1 Lt =1



ni na
5207 aivﬁj207 Zal—FZBJ:leDI'zGX,ijY
i=1 j=1

Hieruit sien ons dat z € conv ((Ry - X) (R4 -Y)) omdat dx; € Ry - X en dy; € Ry - Y, dus
Ry -conv(X UY) Cconv((Ry - X)J(Ry - Y)).
Neem z € conv((R4+ - X) J(R+ -Y)). Dan geld

ni n9 ni n2
= Zai(ﬁsil‘i) +Zﬂj(ﬁ>jyj), met «;, 0, B4, pj = 0, ZO@ +Zﬁj =lenz; € X,y; €Y.

i=1 j=1 i=1 j=1

Dit impliseer dat

ni na

i ~ @i = Bip;
Zai$i+zﬁjyj ; met 7y _2%5 +ZBJPJ en ;= 71’ Bj = ]Vp].
i=1 j=1 i=1

Dan geld v € R4 en
ni no ~ 1 ni na
ai+ ) Bj=—() aidi+ 5‘P'):

Dus z € Ry - conv (X JY) en conv((R4 - X)J(R4 - Y)) C Ry - conv(X JY). Gevolglik kry ons
Ry -conv(X JY) = conv ((Ry - X) (R4 - Y)). O

Z a;0; + Z ﬁjp]

321 Bipi i1

Proposisie 2.12. Ons kan die kik €(X) van sy voortbringende versameling X bepaal deur die
volgende rekursiewe konstruksie

oo
Xo = R+-X, Xj+1:COIlV (XJUX;1>7 J=0,1,2 .. CK(X): UXJ

Bewys. Ons bewys eers J72, X; € ¢(X). Ons bewys dit met induksie. Aangesien ¢'(X) die
kleinste kik is wat X bevat, weet ons nie net dat X C %(X), maar ook dat Xg =R, - X C ¢ (X).
Veronderstel X; C € (X). Ons weet dan ook dat Xj_1 C ¥(X) omdat €(X) 'n kik is. Aangesien

'n kik 'n konvekse versameling is, sal €' (X) die kleinste konvekse versameling bevat wat X; en X i !

bevat, naamlik conv(X; [JX; 1) = Xj;1. Gevolglik is X;41 C €(X). Hieruit kan ons aanneem dat
X; C€(X) vir alle natuurlike getalle j, dus volg |J;2 X; C €'(X).

Ons weet dat X C Ry - X C [J;Z)X;. As ons dus kan wys dat (J;Z, X; 'n kik is, volg dat
¢(X)C Ujo 0Xj. Ons begin deur te bewys dat Ry - X; = X vir alle j. Hieruit volg dan ook dat
Ry - X L= (R, - X; )= X;l vir alle j. Ons bewys dit deur induksie. Vir j = 0 volg

R+'X0:R+'(R+'X):R+'X:XO.

Veronderstel R - X; = X;. Dan ook Ry - Xj_1 = Xj_l. Nou volg vanuit Lemma 2.11 dat

Ry-X;11 = Ry-conv (Xj UXJ._1> = conv ((R+ - X;) LJ(]RJr . Xj_l)>

= conv (%, |JA;1) = X,
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Dit bewys dat Ry - X; = X vir alle natuurlike getalle j. Dus Ry - U2 X; = U72, X

Om te sien dat U520 X geslote is onder optelling neem 1,22 € U?io Xj. Daar bestaan dus
indekse ji en ja s6 dat 1 € Xj, en xo € Xj,. Veronderstel j; < jo. Dan weet ons x1,72 € Xj,,
aangesien X; C Xj 1 vir elke j. Ons weet X; is 'n konvekse versameling vir elke j > 1 en dat
Ry - X; = X; vir elke j. Dus 221,222 € Xj, en o1 + 22 = %(21‘1) + %(2;172) € Xj, as j» > 1. Sou
Jj1 = J2 = 0, sal #1 + 22 € X}, 1 aangesien Xj,11 = X dan konveks is. Hiermee is bewys dat
z1 + 22 € U2 X en gevolglik is U72(X; 'n konvekse kegl.

Om te sien dat (J;Z, X; geslote is onder inversie, neem z € (J;2) X;. Daar bestaan dus 'n j
sodat z € X;. Aangesien Xj_1 C Xj41 = conv(X; UXj_l) C UjZ X sien ons dat Xj_1 C UjZo Xj-
As 27! dus bestaan, sal 7! € U;‘io X;. Gevolglik is U;io X geslote onder die neem van inverses.

Hiermee is bewys dat [J;2, X; 'n kik is. Nou weet ons dat €' (X) C J;Z, X;. Daarom volg
¢(X)= U?io X;. O

2.3 Notas

Die inligting oor konvekse keéls in afdeling 2.1 is verkry vanuit [1]. In die bron word van die
resultate wel genoem, maar nie bewys nie.

Die inligting oor kiks in afdeling 2.2 is verkry vanuit [8], ook hier word van die resultate genoem,
maar meestal sonder bewys gegee. Die bewyse is nie moeilik nie en is vir volledigheidsonthalwe
ingesluit.

3 Basiese lineére algebra

Die klassieke resultate in hierdie hoofstuk kan verkry word in die meeste standaard lineére algebra
handboeke, bv. [20, 17, 12]. Die liggaam F wat in die hoofstuk gebruik word, dui op F = R of
F=C.

3.1 Basiese definisies en resultate

Definisie 3.1. Die getransponeerde van 'n matriks A € F™*" is die n x m matriks, aangedui met

AT waarvan die ij-de inskrywing gelyk is aan die ji-de inskrywing van A.

Dit volg dat (AT)T = A en (AB)T = BT AT. 'mn Vierkantige matriks A word simmetries genoem
as AT = A en skeef-simmetries as AT = —A.

Definisie 3.2. Vir A € F"*" word A verkry deur elke inskrywing in A te vervang met sy kompleks
toegevoegde. In die geval waar F = R volg A = A.

Definisie 3.3. Die matriks A7 := (Z)T word die Hermitiese getransponeerde van ’n matriks
A € F™*™ genoem.

Dit volg dat (AH#)7 = A en (AB)¥ = BH AH . 'n Vierkantige matriks A word Hermities genoem
as A= Al

Definisie 3.4. Vir 'n matriks A € F™*" definieer ons die nulruimte A4 en beeld R4 deur
Ny={z:z€F"en Az =0,, e F"} en Ry:={Az:zecF"}.

Verder definieer ons die rang van A as rank(A4) = dim R 4.



Dit volg dat rank(A) = rank(A) = rank(A”) = rank(AH).
Stelling 3.5 (Rang stelling). Vir 'n matriks A met n kolomme volg n = dimR 4 + dim Ny4.

Definisie 3.6. Laat GL(n,F) die versameling van alle nie-singuliere matrikse in F**" aandui. Vir
A € GL(n,F) skryf ons A~! vir A se inverse.

Definisie 3.7. 'n Vierkantige matriks U word unitér genoem as U nie-singulier is en UH = U~

Definisie 3.8. Matrikse A, B € F"*™ word gelykvormig genoem as daar 'n P € GL(n,F) bestaan
s6 dat B = P~1AP.

Definisie 3.9. Vir 'n vierkantige matriks A verwys ons na die determinant van die submatriks,
wat gevorm word deur die i-de ry en j-de kolom te skrap, as die i¢j-de minor. Die ij-de kofaktor
word verkry deur die ij-de minor met (—1)**7 te vermenigvuldig.

Stelling 3.10 (Laplace uitbreiding). Veronderstel A = [a;;] is 'n n x n matriks. Vir enige vaste
1,7 €{1,2,...,n} word die determinant van A, det(A), gegee deur

det(A) = ;1051 + ai2Ci0 + ... + a;nCin
= alelj + angQj + ...+ ananj,
waar Cyj die ij-de kofaktor van A voorstel.

Ons weet vanuit Cramer se reél dat die inverse van 'n matriks A € GL(n,F) gegee word deur

1

A7l =
det(A)

met adj(A);; = Cj; waar Cj; die ji-de kofaktor van A is, vir 4,5 € {1,2,...,n}.

Definisie 3.11. Die spoor van 'n vierkantige matriks A, aangedui met tr(A), is die som van die
inskrywings op die hoofdiagonaal van A.

Definisie 3.12. 'n Hermitiese matriks A € F"*" is positief definiet (onderskeidelik, positief semi-
definiet) as '’ Az > 0 (onderskeidelik, 2 Az > 0) vir alle 0, # = € F” en ons skryf A = Op,xp
(onderskeidelik, A > 0,xp). Die matriks A is negatief definiet (onderskeidelik, negatief semi-
definiet) as —A positief definiet (onderskeidelik, positief semi-definiet) is en ons skryf A < 0p,xp
(onderskeidelik, A < 0pxp)-

Definisie 3.13. Vir Hermitiese matrikse A, B € F"*" skryf ons A > B (onderskeidelik, A »=
B; A< B; A< B)as A— B > 0,xn, (onderskeidelik, A— B > Opxn; A— B < Opxn; A—B = 0pxn)-
3.2 Eiewaardes, eievektore en inersie

In hierdie afdeling neem ons F = C. Dit kan natuurlik gebeur dat al die inskrywings van A € C"*"
in R is, s6 dat ook A € R™*™.

Definisie 3.14. 'n Skalaar A\ € C word 'n eiewaarde van A € C"*™ genoem as 'N'()\Ian) #*
{0,}. Verder word elke nie-nul vektor x € C" s6 dat x € N(xz,—4) 'n eievektor van A genoem,
ooreenstemmend met die elewaarde .



Die versameling N(xz,—4) bevat 'n nie-nul oplossing as en slegs as det(Al, — A) = 0. Die
eilewaardes van A is die waardes vir A wat det(AI, — A) = 0 bevredig.

Stelling 3.15 (Schur ontbinding). Laat A € C"*™. Dan bestaan daar 'n unitére matriks U € C"*"
56 dat UM AU = A bo-driehoekiqg is. Die diagonaalelemente van A is die eiewaardes van A.

Definisie 3.16. Laat \ 'n eiewaarde wees van A € C™*". Veronderstel (x — \)* is die hoogste mag
van (x — A) wat in det(xI, — A) deel. Dan word k die algebraiese multiplisiteit van A genoem. Die
dim J\/'( AL, —A) word die geometriese multiplisiteit van A genoem.

Die notasie
I, :={A€C:A+X>0} en I :={AcC:A+A<0}
is vir die regter oop en linker oop halfvlak van C, onderskeidelik.

Definisie 3.17. Laat A € C**" en laat

E4+(A) := die aantal eiewaardes van A in 11,
E_(A) := die aantal eiewaardes van A in II_,
&o(A) := die aantal eiewaardes van A op iR,

waar ons ook die multiplisiteit van die eiewaardes in ag neem.

Ons definieer die inersie van A as In(A4) := (£4(A),E-(A),E(A)). Let wel EL(A) +E_(A) +
&(A) = n. Die inersie word stabiel genoem as £_(A) = n; anti-stabiel as £;(A) = n en regulier
wanneer £ (A) = 0.

Stelling 3.18 (Lyapunov se Inersie Stelling, [12] Stelling 20.15). Laat A € C™*™ en veronderstel
dat G € C™" 'n, Hermitiese matriks is sodanig dat GA+ ARG = 0,,xn. Dan

E(G)=¢E4(4), E(G)=E-(4), &(G)=E(A)=0.

3.3 Die Hadamard produk

Definisie 3.19. Die Hadamard produk (ook genoem die inskrywingsgewyse produk) van twee ma-
trikse A = [a;j] en B = [b;;], van dieselfde grootte, word gedefinieer deur

AoB = [aijbij].
Lemma 3.20. Vir A, B, D1, Dy € F*"*™ met D; diagonaalmatrikse, i = 1,2, volg
Dyi(AoB)Dy = (D1AD3) o B= Ao (D1BD,).

Stelling 3.21 ([15], Stelling 5.2.1). Laat A, B = Opxy. Dan Ao B = Opxn. As geen diagonaal-
element van A nul is nie en B = Opxpn, dan Ao B = Opxn. In die besonder, as A, B = Onxpn dan
Ao B = 0pxn.



Lemma 3.22. Vir A € R"™", sal volg A = Onxy as en slegs as

n
eT(A o B)e = Zaijbij > 0,
i7j

vir alle B = Opyxn, waar e? =[1,...,1] € R™,

Bewys. As ons aanneem A > 0,5, dan sal Ao B = 0,x, vir alle B = 0,,x,, vanuit Stelling 3.21.
Dus sal 27 (A o B)x > 0, vir alle 0,, # z € R™. Hieruit volg e’ (4o B)e = > i aijbi; > 0.

Vir die omgekeerde, neem B := zz’, waar 0,, # = € R", dus B > 0O,xn. Dan volg 0 <
el (Ao B)e = el (Ao (zxT))e = doij TjaijT; = o7 Az. Hieruit sien ons dat 27 Az > 0, vir alle
0, Zx € R" dus A > Opxn- O

3.4 Die komplekse Jordan ontbinding

Definisie 3.23. 'n k x k Jordan-blok met waarde X\ is die volgende bo-driehoekige matriks

A 1 0 ... 0]

A1

JeN) =" . 0 0
: . . S |

0 ... ... 0 XA

'n Jordan-matriks is 'n blok-diagonaalmatriks, waarvan al die blokke op die diagonaal van die
matriks Jordan-blokke is.

Stelling 3.24 (Jordan ontbinding). Veronderstel A € F"*"™ het s verskillende eiewaardes A1, Az, ..., As,
waar elke \; algebraiese multiplisiteit u; het en geometriese multiplisiteit v;, vir 1 <1¢ <s. Dan is
A gelykvormig aan die Jordan-matriks J = diag(Jy, Jo, ..., Jy,), waar

(1) v=wv+va+..+ v
(74)  Die aantal Jordan-blokke in J met eiewaarde X; is gelyk aan v;,

(791) Die eiewaarde \; kom wu; kere op die diagonaal van J voor.

Stelling 3.25 ([14], Stelling 2.5.6). Vir 'n Hermitiese matriks A € F™"*™ is al die eiewaardes reéel,
met algebraiese multiplisiteit gelyk aan die geometriese multiplisiteit. In hierdie geval is A unitér
diagonaliseerbaar, dit wil s¢ A= UDUH, met U € F**™ unitér en D 'n diagonaalmatriks met die
etewaardes van A op die diagonaal.

3.5 Die reéle Jordan ontbinding vir A € R™*"
Die inligting oor die reéle Jordan ontbinding is verkry uit afdelings 3.2-3.4 in [14].
As A € R™™"™ komplekse eiewaardes het, sal die Jordan-matriks in die Jordan ontbinding van

A, volgens Stelling 3.24, komplekse blokmatrikse bevat. Daar is 'n alternatiewe Jordan ontbinding
vir A, waar die Jordan-matriks net uit re¢le blokmatrikse bestaan.
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Alvorens ons die reéle Jordan ontbinding stelling kan stel, word die leser vervolgens aan enkele
belangrike feite aangaande Jordan-blokke herinner.

Veronderstel A € R™ ™. Ons weet dat alle nie-reéle eiewaardes van A in toegevoegde pare
voorkom. Verder weet ons ook, vanuit die verduideliking in afdeling 3.2 van [14], dat inligting
m.b.t die rang van sekere magte die groottes van die Jordan-blokke, wat ooreenstem met 'n gegewe
eiewaarde, bepaal. Gevolglik word die groottes van al die Jordan-blokke in ’'n algemene Jordan-
matriks op hierdie wyse bepaal. Aangesien rank(A — \I,,)* = rank(A — \I,,)¥ = rank(A — \I,,)*,
vir k = 1,2, ..., sien ons dat die struktuur van die Jordan-blokke wat ooreenstem met ’'n nie-reéle
eilewaarde \ van A, dieselfde is as die struktuur van die Jordan-blokke wat ooreenstem met die
toegevoegde van hierdie eiewaarde X. Hieruit kan ons dus aflei dat al die verskillende groottes
Jordan-blokke in A, wat ooreenstem met nie-reéle eiewaardes, in toegevoegde pare van dieselfde
grootte voorkom.

Veronderstel ons het 'n 2k x 2k Jordan-matriks van die vorm

Ji(N) kak]
=1, XeC.
[kak Ji(N)

Deur rye en kolomme te ruil, sien ons dat bostaande Jordan-matriks gelykvormig is aan die volgende
blokmatriks

[D(A) I, Oyxz ... Oaxo|
O2x2 D(A\) Iy o O2x2 v o
Dy(\) = : © |, waar D(\) := {0 /\} .
: : D\ L
_02)(2 e P 02><2 D()\)_

i i

Laat A :=a +1ib, a,b € R en definieer R := [1 1

] . Ons sien dan dat

RD(O\)R™ = [_ab 2} —. C(a,b).

As Ry := diag(R,R,...,R) die blok-diagonaalmatriks is waarin die matriks R (k keer) op die
diagonaal voorkom, dan volg

_C'(a, b) IQ 02><2 02><2 ]
022 Cf(a,b) Iy O2x2
Rka()\)Rlzl — —. Ck:(% b) c R2kx2k
: C’(a,b) I2
L 02><2 02><2 C(a, b)_

Bogenoemde inligting lei tot die reéle Jordan ontbinding stelling:

Stelling 3.26 (Reéle Jordan ontbinding, [14] Stelling 3.4.5). Vir elke A € R™ "™ bestaan daar 'n
P € GL(n,R) s6 dat P~1AP = Jg, met

JR - dlag (Cnl (a17 bl)a CTLQ (a27 b2)7 Tty Cnr (aT7 bT)v Jnr+1(AT+1)7 Tt Jnv ()‘U))a
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waar A\ = ax+iby, ax, b € R, die nie-reéle eiewaardes van A is, virk = 1,2, ...,7, en A\p41, ..., Ay die
reéle eiewaardes van A, met A\;, 1 <1 < w, nie noodwendig uniek nie. Elke bo-driehoekige blokma-
triks Chp, (ag,by) € R¥WX2% stem ooreen met ‘n toegevoegde paar Jordan-blokke I (Ak)s Ing k),
met nie-reéle eiewaarde Ay in die oorspronklike Jordan ontbinding van A. Die reéle Jordan-blokke
Tnyir (A1) s Iny (Ao) i Jr is presies die Jordan-blokke in die oorspronklike Jordan ontbinding
van A, met reéle eiewaardes Api1, ..., Ay-

Die bewys vir die feit dat hierdie gelykvormigheid reéel is, word op bl 153 van [14] bespreek.

Stelling 3.27 (Reéle normaalvorm, [14] Gevolg 2.5.14). Neem M € R™™ waar M skeef-simmetries
is. Dan is rank(M) ewe, sé rank(M) = 2k en al die nie-nul eiewaardes van M suiwer imaginér.
Daar bestaan 'n unitére U € R™™ s¢ dat

T , 0 o 0 0 o
oo =g ([ 0 %[0 w0 ] ).

met a; > 0 vir 1 < j < k. In die geval waar M nie-singulier is, weet ons n = rank(M) = 2k en
dus volg dat n ewe is. Die bostaande formule sluit ook die geval in waar M nie-singulier is.

3.6 Die karakteristieke polinoom en minimaalpolinoom

Definisie 3.28. Ons definieer [F[x] as die versameling van alle polinome in z met koéffisiénte uit F,
dus Flz] := {do + d1x + dea® + ... + djacj :d; €F, 0<i<j, j €N} As d;j =1 word die polinoom
monies genoem en as d; # 0 dan is die graad van die polinoom, deg(d(-)) = j.

Stelling 3.29 (Delingsalgoritme vir polinome, [11] Stelling 6-1). Vir p,d € Flz], waar d # 0,
bestaan daar ‘n unieke kwosiént q € Flx] en 'n unieke res r € F[x] s¢ dat

p(x) = q(x)-d(z)+r(z),
waar r =0 of deg(r(-)) < deg(d(-)).

Definisie 3.30. Vir A € F"*" definieer ons pa(x) := det(xI, — A) as die karakteristieke polinoom
van A. Die waardes vir x waarvoor pa(z) = 0 is die eiewaardes van A.

Vir d € Flz] en A € F"*" definieer ons die n x n matriks d(A) soos volg
d(A) = dol, +di A+ dogA* + ...+ dj A
Laat F[A] := {d(A) : d € F[x]}.

Stelling 3.31 (Cayley-Hamilton, [20] Stelling 3.9). Laat A € F™*™ en p4 die karakteristieke poli-
noom van A. Dan pa(A) = Opxn-

Aangesien elke n x n matriks n eiewaardes het, insluitend multiplisiteit, volg deg(pa(-)) = n.
Dit kan wees dat daar 'n polinoom ¢ van laer graad bestaan sé dat q(A) = 0,x,. Hieruit volg die
definisie van die minimaalpolinoom.

Definisie 3.32. Die minimaalpolinoom van A € F"*" is die moniese polinoom d € F[x] van laagste
graad sé dat d(A) = Opxpn. Ons dui die minimaalpolinoom van A aan met m 4.
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Lemma 3.33. Laat A € F™*" en p € F[z] met p(A) = Onxn. Dan is p deelbaar deur my, dit wil
sé p(x) = q(x) - ma(x), vir g € Flz].

Bewys. Ons weet vanuit die delingsalgoritme dat daar unieke polinome ¢, r € F[z] bestaan s dat
p(z) = q(x) - ma(z) + r(z), waar r = 0 of deg(r(:)) < deg(ma(-)). Ons sien dat

Onxn = p(A) = q(A) - ma(A) +7(A) = r(A).

Indien r # 0 is dit teenstrydig met die definisie van die minimaalpolinoom aangesien deg(r(-)) <
deg(ma(+)). Gevolglik weet ons r = 0 en dus p(x) = q(z) - ma(z). O

Stelling 3.34 ([11], Stelling 5-3). Gelykvormige matrikse het dieselfde minimaalpolinoom.

Bewys. Laat d € Flx] waar d(z) = do + d1x + dea® + ... + djz’. Vir 'n matriks A € F"*" en 'n
nie-singuliere matriks P sal
d(P7YAP) = dol, +di(P7'AP) + dy(P ' AP)* 4 ... + d; (P~ AP)’

= dol, +diP " AP+ doP T AP + ..+ d;PTIATP

= P '(dol, + di A+ doA? + ...+ d;AT)P

= P l4A)P.
Dus vir B € F™", waar B = P71 AP, sal d(B) = P~'d(A)P. Gevolglik uit

Onxn = mp(B) =P 'mp(A)P

sien ons mp(A) = Opxn en op 'n soortgelyke manier dat m4(B) = 0y, xy. Dus uit bostaande lemma
weet ons mp is deelbaar deur m 4 en m 4 is deelbaar deur mp. Hieruit volg dat mp = m 4 aangesien
beide leidende koéffisiént 1 het. O

Stelling 3.35. Veronderstel A € C"*" het slegs reéle inskrywings. Dan ma € R|x].

Bewys. Laat ma(z) := ag + a12 + a2 + ... +ap,1mp_1 + 2P met a; € Cvir alle 0 <¢ < p—1. Ons
definieer mA(x) := Gg + arr + azx? + ... + ap_la:p*1 + 2P € Clz]. Vanuit my(A) = 0pxp volg

Onsxn = Opxn =ma(A) =ap+ a1 A+ asA%+ ...+ a, 1 AP~ + AP
= G+ aA+ A% + ..+ T AP 4 AP = g (A).

Laat q(x) := ma(x) — ma(x). Veronderstel ¢ # 0. Aangesien beide my4 en 74 monies is, volg dat
deg(q(:)) < deg(ma(-)). Dit is teenstrydig aangesien ¢(A) = ma(A) — ma(A) = Opxn. Gevolglik
sien ons ¢ = 0 en dus dat a; = @; vir alle 0 < ¢ < p — 1. Dus my € R|z]. O

Uit bogenoemde sien ons dat die minimaalpolinoom van 'n reéle matriks nie koéffisiénte buite
R kan hé nie. Selfs wanneer ons hierdie matriks beskou as een met inskrywings vanuit C, verander
die minimaalpolinoom nie - die koéffisiénte daarvan bly binne R. Ons weet dus nou dat die mini-
maalpolinoom oor R van ’'n reéle matriks, ook die minimaalpolinoom oor C is van hierdie matriks,
en hierdie polinoom het reéle koéffisiénte.
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3.7 Toeplitz matrikse

Definisie 3.36. 'n Matriks A in F™*™ word 'n Toeplitz matriks genoem as al die inskrywings van
A konstant is op die diagonale parallel aan die hoofdiagonaal, oftewel

ap aj a9 e Qp—1
a_1 aq al e QAp—2
A= a_9 a_—1 a
a
_a—n+1 G-nt2 ... A1 ag |

As die ij-de element van A aangedui word met A;;, dan A; ; = A; 141 = aj_;.

Definieer
[0 1 0 0 0]
001 ... 00
000 ... 00
Spe=1. . . | e (3.1)
000 ... 01
0 0 0 ... 0 O]

Dan is 'n matriks A € F™*™ 'n Toeplitz matriks as en slegs as A geskryf kan word in die vorm

n—1 n—1
A= "a (S + ) ai(Sa)
=1 =0

Ons dui die versameling Toeplitz matrikse in F"*™ met 7,, aan en die versameling bo-driehoekige
Toeplitz matrikse in F*"*™ met 7, ,. 'n Jordan-blok, Ji(A) = A + Sk, is 'n voorbeeld van 'n
bo-driehoekige Toeplitz matriks. Uit bogenoemde blyk dat 'n bo-driehoekige Toeplitz matriks
A € F"*™ gegkryf kan word as 'n polinoom in S, nl.

A=aol, +a15,+ ...+ an_ng_l.
Lemma 3.37. 'nn xn Matriks X is in Ty, as en slegs as XS, = Sp X.

Bewys. Veronderstel X = [z;]i—0,...n—1 is in T4 . Dus X =37, xZ(Sn)i. Dan volg dat

-----

n—1 n—1
D @i(Sn) Sn =) wi(Sn) T =S, sz ) =
=0 =0

Hiermee is die een rigting van die lemma bewys.

Vir die omgekeerde, veronderstel X S,, = S, X. Ons bewys met induksie dat X 'n bo-driehoekige
Toeplitz matriks is. Vir n =1 volg Ty, = F'*! en dus X € T ,. Die stelling geld dus vir n = 1.
Veronderstel dat elke (n — 1) X (n — 1) matriks X, wat voldoen aan XS,_1 = S,_1X, in T is.

Stel X € F"*" s6 dat XS, = S, X. Skryf

X 7 Sn-1 en—
X = |:—»T Lnlen S, = |2270 "= | waar
xn,l Tnn On—l 0
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T1,n Tn,1 0
— x27n . "En,Q O
Tin = . y  Tpl = . y En—1=|.],
| Tn—1,n Tnn—1 1
11 12 ... Tip—1
~ T2, T2 ... Tap—1
X =
| Tn—1,1 Tn-12 --- Tn-1n-1

Dan volg vanuit ons aanname dat

Onxn = XSn _SnX = |:—»)7{ xl,n:| |:Sn_1 €n_1:| _ |:Sn—1 e'rl—1:| |:_:)7§: ml,n:|

T T
xn,l Ln,n Onfl 0 Onfl 0 xn,l Tn,n
v v v T -
_ |: X Sn-1 Xen—1 :| . |:Sn1X + En—1Tp 1 Snflxl,n + 6nll‘n,n:|
- =T =T T
xn,ls'fl—l xn,len—l On—l 0
v v T v -
_ (XSn—l - Sn—lX) - en—lxn,l Xen—l - Sn—lxl,n — €En—1Tnn
= —T -T .
xn,lsn—l xn,len—l

Ons sien dat fglsn_l = 05_1 en a_c’glen_l = 0. Hieruit volg 3?571 = 02_1. Die identiteit in die linker
hoek bo wys dus X Sp_1 = Sn_l)? . Uit ons aanname kry ons dan dat X bo-driehoekig Toeplitz is
en hieruit volg dat X bo-driehoekig is. Vanuit Xe,—1 — €,—1Tnn = Sp—121,n volg

T1n—1 T2.n
Tn—2,n—1 Tn—1,n
Tn—1n—1 — Tnn 0

Aangesien X n Toeplitz matriks is, weet ons dat die diagonaal van X konstant is en sien ons uit
Tn-1n-1 = Tny, dat X se diagonaal ook konstant is. Verder sien ons uit bostaande dat x;; =
Tit1+1, 1 < 4,5 < n—1, en gevolglik is X 'n Toeplitz matriks. Die omgekeerde van die stelling
geld dus vir n wanneer ons aanneem dat dit geld vir n — 1. Hieruit kan ons aflei dat die omgekeerde
van die stelling geld vir alle natuurlike getalle n. O

Proposisie 3.38. Die versameling T, is gelyk aan F[S,]. Dit is 'n kommutatiewe algebra in
Fr>n. Verder, T € Ty, is nie-singulier as en slegs as die inskrywings op die diagonaal van T
nie-nul is. In die geval geld T~ € T, .

Bewys. Ons sien vanuit die opmerking voor Lemma 3.37 dat 75 ,, = F[S,,]. Gevolglik is aT;+ T €
T4 vir Th, Ty € T4y, en alle skalare o, 8. Laat T} = p1(Sy,) en Ty = pa(Sy), vir p1,pe € Flz]. Dan,
T1Ty = p1 - p2(Sy) aangesien S = 0,,x,, vir [ > n. Gevolglik sal T1T = p1 - p2(Sy) = p2 - p1(Sy) =
T5T;. Hiermee is bewys dat 75 , 'n kommutatiewe algebra is.

Neem T' € T, 5, waar T nie-singulier is. Dit is duidelik dat die inskrywings op die diagonaal
van T, wat konstant is, dan nie-nul is aangesien die eiewaardes van T op sy diagonaal voorkom.
Ons weet vanuit Lemma 3.37 dat T'S,, = S,T. Hierdie matriksvergelyking geld as en slegs as
S,T~' =T71S,. Gevolglik sien ons uit Lemma 3.37 dat T~! € Tin - O
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4 Die dubbel kommutant van 'n matriks

Die resultate in hierdie hoofstuk is gebaseer op hoofstuk 5-6 in [11]. Ons beskou twee gevalle. Die
eerste waar F = C en tweedens waar F = R. Die resultate vir F = C kan maklik uitgebrei word
sodat dit geld vir 'n algemene algebraiese geslote liggaam.

Definisie 4.1. Ons definieer die enkel en dubbel kommutant van 'n matriks A € F"*" as die
versamelings

{A}Y = {CelF":AC = CA},
{A}" = {DeF™":.CD = DC vir alle C € {A}'}.

Aangesien A € {A} volg {A}’ C {A}. Vanuit hierdie insluiting volg dan ook dat {A}” 'n
kommutatiewe versameling is.
Die volgende stelling is die hoofresultaat van die hoofstuk.

Stelling 4.2. Laat A € F**" vir F = C of F = R. Dan F[A] = {A}".

In die volgende afdeling gee ons enkele resultate wat geld vir beide F = C en F = R. Daarna
kyk ons in Afdeling 4.2 na die versameling matrikse wat twee gegewe matrikse vervleg. Dit word
gebruik in Afdeling 4.3 om 'n resultaat te bewys wat uiteindelik lei tot die bewys van Stelling 4.2
vir F = C. In die laaste afdeling bewys ons Stelling 4.2 vir F = R.

4.1 Algemene inleidende resultate

Die een insluiting van Stelling 4.2 volg maklik. Neem B € F[A], waar B = p(A) met p € Flz]. As
XA = AX vir 'n matriks X € F"*", dan sal Xp(A) = p(A)X. Dus B = p(A) € {A}” en daarom
volg F[A] C {A}".

Dit is maklik om aan te toon dat vir elke A € F"*" die versameling F[A] 'n deelruimte van
F™>™ is. Dieselfde geld vir {A}”, soos uit die volgende lemma blyk.

Lemma 4.3. Vir enige deelversameling D C F™*™ is

{D}Y = {C e F"™" : CD = DC wir alle D € D}

nxXn

'n deelalgebra van F wat geslote is onder die neem van inverses.

Bewys. Vir Opxn € F™*™ volg 0,xnD = D0y, %y, vir elke D € D, dus 0,,x,, € {D}.

Neem A, B € {D}, dan (A+ B)D = AD+ BD = DA+ BD = D(A+ B) vir elke D € D. Dus
A+ B e {D}.

Vir enige skalaar ¢ € F en vir A € {D}’ volg (cA)D = ¢(AD) = ¢(DA) = D(cA) vir elke D € D.
Dus cA € {D}. Hiermee is bewys dat {D}’ 'n deelruimte van F"*" is.

Neem A, B € {D}, dan (AB)D = A(BD) = A(DB) = (AD)B = (DA)B = D(AB) vir elke
D € D. Dus AB € {D}'. Hiermee is bewys dat {D}’ 'n deelalgebra van F"*™ is.

Om te sien dat {D}’ geslote is onder die neem van inverses, neem A € {D}’ waar A nie-singulier
is. Dan volg A™'D = A"'DAA™! = A7'ADA™! = DA7! vir elke D € D. Dus A~! € {D}.
Hiermee is bewys dat {D}’ geslote is onder die neem van inverses. O
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Vir A € F™*" weet ons nou dat F[A] en {A}" deelruimtes is van F"*" en F[A] C {A}". Ons
bewys hierdie twee deelruimtes is gelyk deur te wys dimpF[A] = dimp{A}". Die volgende stelling
bepaal dimp F[A].

Stelling 4.4 ([11], Stelling 5-18). Laat A € F**". Dan dimp F[A] = deg(ma(-)).

Bewys. Ons weet vanuit die opmerking na Stelling 3.35 dat m4 € Flz]. Nou volg vanuit die
delingsalgoritme dat vir enige p € F[z] bestaan daar 'n unieke kwosiént ¢ en res r in F[z] sé dat
p(z) = q(x) - ma(z) + r(x), waar r = 0 of deg(r(-)) < deg(ma(-)). Verder volg dat p(A) = r(A)
aangesien ma(A) = 0pxpn. Dus

F[A] = {p(A) : deg(p(-)) < deg(ma(-))}-

Veronderstel deg(ma(-)) = k, dan spang{I,, A, A%, ..., Ak=1} = F[A]. Gevolglik sal dimg F[A] op
die meeste k wees. Hieruit sien ons dimp F[A] < deg(ma(-)).
Ons beweer dat as deg(ma(-)) = k dan is die versameling I,, A, A2, ..., A¥=1 lineér onafhanklik

oor [F. Sou dit nie so wees nie, dan bestaan daar koéffisiénte a;; € F, 0 < i < k—1, nie almal nul sé dat

ool oy A+ ... 4ap_1 A¥ 1 = 0,4, Daar bestaan dus 'n polinoom $(z) := ag+oyz+... o125

p # 0, met laer graad as my, s6 dat p(A) = Opxn. Aangesien dit teenstrydig is met die definisie
van die minimaalpolinoom, weet ons die versameling I,,, A, A2, ..., A¥=1 is linieér onafhanklik oor F.
Dit volg dat dimspang{I,, A, A2, ..., A¥71} = deg(ma(-)) en aangesien spany{I,, 4, A2, ..., A¥=1}
'n deelruimte van F[A] is, moet

k = dimspanp{l,, A, A2, ..., A¥"1} < dimp F[A].
Dus deg(ma(+)) < dimp F[A]. Hieruit sien ons dat dimp F[A] = deg(ma(-)). O

Voor ons dimp{A}” kan bereken moet ons die struktuur van matrikse in {A}” ten opsigte van
A se Jordan ontbinding bepaal. Ons doen dit afsonderlik vir F = C en F = R.

4.2 Die matrikse wat twee gegewe matrikse vervleg

Ons neem nou F = C en kyk eers na die volgende probleem: Gegee C € C™*™ en D € C"*",
beskryf die matrikse X € C™*™ wat C' en D vervleg, dus ons kyk na alle matrikse X s6 dat

CX =XD.
Skryf C' en D in hul Jordan ontbinding:

C = PJeP~ met Jo = diag(Jp, (M), Jpg(A2), ooy Jpu (M), P € GL(m,C),  (4.1)
D = QJDQ_l met Jp = diag(J(H (,U1>, JQ2 (}u2>a S qu (/’Lv))v Q€ GL(?’L, (C) (42)

Ons laat toe dat A\; = A; of p; = p; vir @ # j. Die volgende stelling beskryf die oplossings X van
CX =XD.

Stelling 4.5 ([11], Stelling 5-17). Laat C € C™*™ en D € C™*™ wees soos in (4.1) en (4.2). Die
matriksvergelyking CX = XD het 'n nie-nul oplossing as en slegs as C' en D ’'n gemeenskaplike
eiewaarde het. Die oplossings X van CX = XD word dan gegee deur X = PYQ™Y, waar Y die
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oplossings van JoY =Y Jp is, dit wil sé; Y = [YUH;LJ’}L met blokke Y;; van dieselfde grootte as

die blokke van Jc en Jp, en vir alle i, 5, word die p; X q; submatriks Y;; gegee deur

'OpiX(Ij as Ai # pj,
[OpiX(qrpi) T} vir 'n T € Ty p, as Ai = pj, pi < g5,

T

vir 'nT € Ty g as N\i = pj, pi > qj-

\

0(pz‘—qJ')qu

Ons bewys eers die resultaat vir die geval waar C' en D Jordan-blokke is. Eerste die geval waar
C en D Jordan-blokke is met dieselfde eiewaarde. Daarna die geval waar C' en D Jordan-blokke is
met verskillende eiewaardes.

Definieer vir n € N die matriks S,, soos in (3.1). Vir Jordan-blokke J,(\) en Jq(p), A, € C,
weet ons Jp(A) = A, + S, en Jy(p) = ply + Sg. Dit volg dus vir X € CP*9 dat

J(NX = XJ,(n) <= (A= )X = XS, — S,X. (4.3)

In die besonder, as A\ = p sal X die Jordan-blokke J,(\) en Jy(\) vervleg as en slegs as X die
matrikse S, en S, vervleg.

Lemma 4.6 ([11], Stelling 5-16). Laat X € CP*? en A € C. Dan geld J,(\)X = X Jy(\) as en
slegs as

{OPX(q—p) T} vir 'nT €Ty p as p<q,

T .
vir'nT € Ty q as p>q.

Op—a)xq
Bewys. Ons weet vanuit (4.3) dat J,(A\)X = XJ,(\) ekwivalent is aan S,X = XS,. Direkte

berekening lewer

[S X] o [X]i+17j vire=1,....,p—1, j=1,...,q,
PRS00 vird = p

en

(X|ijaviri=1,...,p, j=2,..4q,

0 virj=1

[XSqliyj = {

Ons sien hieruit dat 5,X = XS, as en slegs as

[X]i1 = Ovirl<i<p en [X],;=0 vir1l<j<gq, asook
[X]iv1jr1 = [Xlijvirl<i<p—-1, 1<j<q-1.
Hieruit volg dat X die verlangde vorm het. O
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Lemma 4.7. Laat X € CP*9 en \,u € C met X # p. Dan J,(A\)X = XJ,(n) as en slegs as
X == Oqu.

Bewys. In die geval waar X = 0pxq, volg J,(A)X = X J,(p). Hiermee is die een rigting bewys.
Vir die omgekeerde, neem aan J,(A\)X = XJ,(1). Ons weet vanuit (4.3) dat hierdie aanname
ekwivalent is aan (A — p) X = XS5, — S, X.
Ons wys deur induksie dat in die algemeen

A—p)'X = i(—uk ( ]’; ) SEXSIk, reN. (4.4)

Hier is ( IZ ) die binomiaal koéffisiént

r r! .
(k) = M _gy V¢ 0sksr

Vir r = 1 volg (4.4) uit (4.3). Veronderstel r € N s6 dat

A—p)'X = ZT:(—N ( 2 ) Skxsrk, (4.5)
k=0
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S (7 ) st sy =S () s, - sns
k=0

= i:(—l)"C < Z > S]’;ng—kﬂ ( >Sk+1XS” k
k=0

= " (=1)F < ]7; > SSXS;"“H +Z(_1)k+1 < ]7; > SSHXS(;"“
k=0 k=0

= ;0(—1)’“ ( Z > SEX SR 4 g(_nk ( L )SkXST k1

_ (T r+1 - k(T k r—k+1 - k k r—k+1
_<0>qu +) (1) <k>SpXSq +) (1) <k_1)SXS
k=1 k=1
T r T
r r - k r r k r—k+1
= ( . >qu+1+;(—1) << L ) + ( . >)SpXSq +
T r T

r+1 r+1 - k r+1 k r—k+1 r+1 r+1 r+1
:< 0 >X5q+ +Z(—1)< ] )SpXSq ++(—1)+<r+1)S+X

k=1
r+1
r+1 1
=SSt (T ) spasyn
k=0

Ons maak gebruik van Pascal se driehoeksidentiteit in die tweede laaste reél. Uit (4.5) het ons

dus bewys (A — p)" 1 X = S5 (—1)F < " —]: L ) SkX57H1=F_ Dit volg nou met induksie dat (4.4)

geld. Aangesien Sp = Opxp en S = Ogxq volg dit dat
(A—=p)"X =0pxq virenige 7r>p+g.
Uit A # p volg X = 0pxq- O
Bewys van Stelling 4.5. Laat X € C™*™. Dan volg
CX =XD < PJcP'X=XQJpQ ! — Jo(P7'XQ)=(P'XQ)Jp

Laat Y := P71XQ, dan is CX = XD ekwivalent aan JoY = YJp. As ons Y in blokke Y;; van
grootte p; X g; opdeel, sien ons dat JoY =Y Jp as en slegs as

Jpl()\z)Yiy = Yiquj(,uj), 1= 1,2, ceey Uy j = 1,2, ceey UL
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Die formules vir Y;; in Stelling 4.5 volg nou direk uit Lemmas 4.6 - 4.7. In die besonder, as \; # p;
vir elke 7, j is Yi; = 0p,xq; die enigste oplossing vir Jp, (A;)Yi; = Yi;Jg, (p5) en dit volg dat Y = Opxn,
die enigste matriks is wat JoY = Y Jp bevredig. Dit wys dat X = O,,x,, die enigste oplossing vir
CX = XD is as en slegs as C' en D geen gemeenskaplike eiewaardes het nie. O

4.3 Die komplekse geval

Die volgende word benodig om Stelling 4.2 te bewys vir F = C. Ons neem aan A € C"*" is in sy
Jordan ontbinding

A= PJsP~" met Jy = diag(J1, ..., Jr), waar J; = diag(Jg, (i), -, Jgs,, (Ai)),

4.6
PeGL(n,C), \j #Xjasi#jen gy > qo>...>qy viralle 1 <i <. (4.6)

Lemma 4.8. Gegee A € C"*™ met Jordan ontbinding soos in (4.6), dan kan my weergegee word
as

() = Ty (2 — A5
In die besonder, deg(ma(-)) = q11 + q21 + ... + ¢r1-

Bewys. Vir enige polinoom p € Clz] volg

p(A) = Pdiag(p(J1),...,p(J.))P~L, waar p(J;) = diag(p(Jy,, (M), ...,p(quti (Ni)))-

Ons sien dus dat p(A) = 0,xp, as en slegs as p(Jg,, (i) = Og;xq;s Viralle 1 <i<renl <k <t,.
Dit volg dat Sgii = (Jg,, (M) — Nilg,, )7 = Ogipxcgue, Vir alle 1 <4 < ren 1 < k < ¢;, aangesien
¢i1 > ¢, Hieruit sien ons dat vir p(z) = II]_; (x — \;)9" volg dat p(A) = Opxpn. Nou weet ons
vanuit Lemma 3.33 dat p deelbaar is deur ma. Dus ma(x) = III_;(z — X\;)™, waar m; < gi1.
Vanuit ma(A) = Opxpn weet ons ma(Jy, (Ai)) = 0gyxq,,, Vir alle 1 <4 < r. Dit moet dus ook die
geval wees dat die minimaalpolinoom van A deelbaar is deur die minimaalpolinoom van Jg,, ().
Aangesien quu(Ai)(I) = (z— \;)%* weet ons ¢;1 < m;, vir alle 1 < ¢ <r. Hieruit volg g;; = m;, vir
alle 1 <i <r. Dus ma(z) = II]_; (x — \;)%*. Dit impliseer dat deg(ma(-)) = ¢11+ga1+...+¢1. O

Proposisie 4.9. Gegee A € C"*" met Jordan ontbinding soos in (4.6). 'n Matriks X is in {A}
as en slegs as X = Pdiag(Xy,..., X, )P~! met X; € {J;}, vir 1 <i <r.
Bewys. Veronderstel X € {A}'. Dan volg uit

X (PJAP7')=XA=AX = (PJaP ') X, dat (P'XP)Jy=Js(P'XP).

Ons deel P71XP = [ij]z;l: op in blokke X;; van dieselfde groottes as die van J4. Dan gee
(P7YXP)Js = Ja(P71XP) dat J; X;; = X;;J;, 1 <i,7 <r. Vanuit Stelling 4.5 weet ons vir i # j
volg Xjj = 0y, xq;, met g; = Z};":l gik, aangesien \; # \;. Gevolglik is die nie-diagonaal blokke van
P~1X P nul matrikse. Dus X = Pdiag(X1, X2, ..., X;)P~5, met X; = X;; € {J;}, 1 <i<r.

Vir die omgekeerde, veronderstel X = Pdiag(Xi,..., X, )Pt en X; € {J;}} vir 1 < i < r.
Vanuit XA = Pdiag(X1J1,..., X, Jr )P~ en X; € {J;}, 1 <i <r, volg

XA = Pdiag(X,Jy, ..., X, J,) P! = Pdiag(J1 X1, ..., J, X, )P~ = AX.
Gevolglik X € {A}. O
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Stelling 4.10. Gegee A € C"*™ met Jordan ontbinding soos in (4.6). 'n Matriks B is in {A}" as
en slegs as B = Pdiag(By, ..., B,)P™1 met B; = diag(pi(Sq,,), -+, Pi(Sq,. ) vir polinome p; € Clz],
met deg(pi(-)) < ga vir alle 1 < i < r. Die polinome p1,...,p, en die matriks B € {A}' bepaal
mekaar uniek.

Bewys. Ons deel die bewys in vyf dele.

I: Vir die een rigting, veronderstel daar bestaan polinome p; € Cx], met deg(p;(-)) < ¢;1 vir alle
1 <i<r, s6dat

B = Pdiag(Bi,...,B,)P™, met B;= diag(p;(S,), coes Di(Sg,))-
Vir X € {A} weet ons uit Proposisie 4.9 dat
X = Pdiag(Xy,..., X,)P7!, met X;e{J}, 1<i<r

Vir B om in {A}" te wees moet ons wys B € {X}'. Dit gebeur as en slegs as X;B; = B; X; vir elke
1 <i <r. Kies 'n vaste i. Asons J; herskryf as J; = A1y, +J;, met J; := diag(Sg,,, ..., S‘h’ti) en q; =
22:1 gir, dan B; = pl(jl) Omdat X; € {J;}, geld X; € {jz}’ en dus sal X; € {pl(jl)}’ = {B;}.
Dan ook B; € {X;}'. Hieruit sien ons dat B; € {X;}’ vir elke 1 <14 < r en gevolglik B € {X}'. Dit
geld vir elke X € {A} en dus B € {A}”. Hiermee is die een rigting van die stelling bewys.

II: Vir die omgekeerde, veronderstel B € {A}’. Aangesien {A}’ C {A} volg B € {A} en uit
Proposisie 4.9 volg

B = Pdiag(By,...,B,)P™', met B;c{J},1<i<r
Vir X € {A} volg dieselfde vorm
X = Pdiag(X1,...,X,)P7!, met X;e{J},1<i<r

Aangesien B € {A}” volg BX = XB vir elke X € {A}. Dit gebeur wanneer B; € {X;} vir elke
X, € {J;}/, 1 <i < r. Kies 'n vaste i. Laat B; = [Bj(z)]f;lfz Om te wys B; het die regte
struktuur kies ons spesifieke X; € {J;}'.

III:  Ons kies nou X; = diag(Jy, (p1), -, gy, (pr,)) met p; € C, pj # py vir j # k, 1 < j.k < t;.
Dit volg maklik dat X; € {J;}' aangesien elke blokmatriks in X; en .J; bo-driehoekige Toeplitz
matrikse is en matrikse van hierdie tipe met mekaar kommuteer. Vanuit B; € {X;}’ volg
B, = Ju, (p)BY  ~vir k=1,
Ik ‘hk(pk‘) Qij(p]) ik vir s g eeey Uge
Aangesien py, # p; as k # j volg nou uit Lemmas 4.6 en 4.7 dat

BJ(Z) =0gxqx @ J#k en B](-;-) € Thgyr J=1,0ts

Laat B](-;) = T; = pﬁ»i)(Sqij) € Ti,q; Vir pg»i) € Clz] met deg(pgi)(-)) < ¢ij. Dan geld B; =
diag(Th, ..., T3,).
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IV: In hierdie deel wys ons dat T; = pgi)(Sqij) vir j = 1,...,t;. Dit bewys B; het die verlangde
struktuur. Laat U (@ ) 1 die matriks wees, verdeel op dieselfde wyse as J;, waar al die elemente nul is

behalwe die g;(; 1) quj blok in die (j+1, j) posisie, wat gegee word deur [0, G X (@5 i +1)) Iqi(].+1)].
(1)

Na direkte berekening sien ons J;U; 1,4 lewer die matriks met nulle oral behalwe vir die (j + 1, j)
posisie wat gegee word deur

J

qi(j+1)

O\ )[Oqz(aﬂ)x(qm —i(j+1)) IQi(jJrl)] = [Oqi(j+1)><(qz‘j*qi(j+1)) qu(j+1)(/\i)]-
Dieselfde volg vir U ®

i+11,;i wat die matriks lewer met nulle oral behalwe in die (j + 1, ) posisie wat
gegee word deur

[OQi(j+1)><(Qij—qi(j+l)) Iqi(j+1)]JQij(/\i) = [OQi(j+1)><(Qij—Qi(j+1)) qu(j+1)<)‘i)]'
Dus JU](lej = U]@LjJi. Gevolglik weet ons U]_H] € {Ji;} en dus moet B; U](fglj = U](_gljB Na

direkte berekening sien ons

() () _ .
B; U]+1] Ug+1 ]B — TJ+1[Oqi<j+1)X(qij—qi(j+1)) I%H)] = [OQi(j-H)X(qij_Qi(j-‘rl)) Iqi<]’+1>]TJ'
111 Tho .
Laat T} := T’ waar Tpp van grootte g;(j11) X ¢i(j+1) is. Dan
Qi(j+l)><(Qij_Qi(j+1))
T Tio
[0 y To] = [0 g I . .
qi(5 X(Qij —9qi(5 (5 X(Qij =455 q
(G+1) % (255 =Gi(5+1)) G+ > (2= GiG+1)) ~diG+1) Ogusny < (@y—aiany) 122
= [OQi(j+1)x(Qij_Qi(j+l)) I‘Ii(j+1)]Tj

g+1[qu“)x(qij—qi(jﬂ)) Lgiyan)]

[OQi(j+1)><(fIij—¢Ii(j+1)) Tjta].

Hieruit sien ons Ty = Tj41. Aangesien T en Ty bo-driehoekige Toeplitz matrikse is en T} in
Tj se gi(j+1) X Gi(j+1) regter onderhoek verskyn volg dit dat

Tj1 =3 (Sgisan))s Vit j = 1,0ty — 1.
Gevolglik kry ons T = pgi)(Sqij) vir elke j. Definieer nou p; := pgi). Dan
B; = diag(pi(Sy,, ) ---»pi(Sqn,.))-
Hieruit sien ons vir B € {A}" volg

B = Pdiag(Bu, ..., B,)P~", waar B; = diag(pi(Sy;,), - Pi(Sq,,))»
vir polinome p; € Clz], metdeg(pi(-)) < gi1, 1 < <.

V: Laastens wys ons dat die matriks B en die polinome p; € Clz], 1 < i < r, mekaar uniek bepaal.
Om dit te sien maak ons gebruik van die feit dat B = P diag(Bj, ..., B,)P~! en die matrikse B;,
1 < i < r, blok-diagonaalmatrikse is met elke blokmatriks 'n bo-driehoekige Toeplitz matriks.
Meer nog, weet ons die eerste bo-driehoekige Toeplitz matriks in elke B;, 1 < i < r, is die grootste
en bepaal die inskrywings van die ander opvolgende bo-driehoekige Toeplitz matrikse in B;. Die
koéffisiénte van elke p;, 1 < i < r, word dus uniek bepaal deur die konstante inskrywing langs elke
diagonaal van die eerste bo-driehoekige Toeplitz matriks in B;. Hiermee is die stelling bewys. [
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Bewys van Stelling 4.2. ([11], Stelling 5-20) Ons weet vanuit bostaande stelling dat B € {A}” die
volgende vorm het

B = Pdiag(B, ..., B,)P™}, waar B; = diag(pi(S,,, ), s Pi(Sgir, )
vir polinome p; € C[z], metdeg(p;(+)) < gi1, 1 <i <.

Ons het in bostaande bewys gesien dat elke B;, 1 < i < r, lineér afthanklik is van ¢;; parameters. Dus
dimc{A}" = Y77, ¢i1 en uit Lemma 4.8 weet ons deg(ma(-)) = >.;_; ¢i1. Gevolglik dimc{A}" =
deg(ma(-)) = dimg C[A], volgens Stelling 4.4 en hieruit sien ons C[A] = {A}". O

Ons kan Stelling 4.10 herformuleer in terme van bo-driehoekige Toeplitz matrikse:

Stelling 4.11. Gegee A € C"*™ met Jordan ontbinding soos in (4.6). Dan volg B € {A}" as en
slegs as B = Pdiag(By, ..., B,)P~!, waar B; = diag(Tl(Z), ...,Tt(:))) met T,gl) € Ty.q.» waar Téz) die
Qir X Qir linker-bohoek van Tl(z) s, virelke 1 <k <t; enl1<i<r.

4.4 Die reéle geval

In hierdie afdeling bewys ons Stelling 4.2 vir F = R. Ons tref nou onderskeid tussen die reéle en
komplekse enkel en dubbel kommutant van 'n reéle vierkantige matriks.

Definisie 4.12. Vir A € R™"*" laat
{A}Jg = {C eR™": AC =CA} en {A}z:={CeC™":AC = CA}.
Laat ook

{A}e = {DeR"™":.CD = DC vir alle C € {A}x},
{A}t = {DeC™™:CD = DC vir alle C € {A}}.

Ons sien {A}p = {A} NR™ ™ en {A}g C {A}} aangesien A € {A}}.
Om Stelling 4.2 te bewys vir F = R is dit voldoende om te wys dimg{A}}; = deg(ma(-)), aangesien

ons in Afdeling 4.1 gewys het R[A] C {A}} en dimg R[A] = deg(ma(-)). Hierdie verlangde identiteit
word gegee in Proposisie 4.16. Ons benodig die volgende resultate om dit te kan bewys.

Lemma 4.13. Vir A € R™*" volg {A} = {A}g +i{A}k.

Bewys. Om die eerste insluiting te bewys, neem C' € {A}{. Daar bestaan unieke matrikse C1,C5 €
R™" ¢4 dat C' = Cy 4+ 1Cy. Aangesien AC' = C' A volg

ACT +1ACy = A(C1 + iCQ) = (Cl + iCQ)A = C1A+iC5A.

Hieruit sien ons AC; = C; A, vir i = 1,2. Ons weet C; € R™*"™ en aangesien C; met A kommuteer
volg C; € {A}g, vir i = 1,2. Dus {A}; C {A}z +i{A}r.

Vir die omgekeerde, neem C1,Cy € {A}. Definieer C' := Cy +iC5, dus C € C**". Aangesien
{A}g = {A}e NR™"™ C {A} en {A}; 'n deelruimte van C™*" is, volgens Lemma 4.3, volg
C € {A}¢. Gevolglik {A}p +i{A}p C {A}. Hiermee is bewys dat {A} = {A}p +i{A}}. O
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Lemma 4.14. Vir A € R"*" volg {A}g = {A}¢ NR™™,

Bewys. Om die een insluiting te bewys, neem D € {A}g. Laat C € {A}{.. Uit bostaande lemma
weet ons C' = C +iCy vir C; € {A}g, vir i = 1,2. Ons sien uit C;D = DC;, vir i = 1,2, dat

CD = (01 + ICQ)D =C1D +iCyD = DCY +i1DCy = D(Cl + 102) = DC.

Dit wys dat D € {A}{. Aangesien D € R"*" volg D € {A}{ NR" ™. Dus {A}; C {A}, NR™™,

Vir die omgekeerde, neem D € {A}NR"*™ en C' € {A}. Aangesien {A} C {A}¢ volg DC =
CD. Dit wys D kommuteer met enige C' € {A}g. Dus D € {A}}. Gevolglik {A}.NR™™ C {A}7.
Hiermee is bewys {A}} = {A}¢ NR™*™, O

Gevolg 4.15. Vir A € R™" volg i{ A}y = {A}L NiR™*™.

Bewys. Vanuit bostaande lemma weet ons {A}f = {A}{ NR™ ™. As ons hierdie vergelyking met i
maal volg i{A}p = i{ A} NIR™ ™. Aangesien {A}{ 'n deelruimte van C"*™ is, volg i{ A} = {A}{,
wat die identiteit bewys. O

Proposisie 4.16. Vir A € R"*" volg {A}} +1{A}} = {A}{. In die besonder
dimg{A}} = dime{ A} = deg(ma(-)).
Bewys. Uit Lemma 4.14 en Gevolg 4.15 kry ons
{Alg ={AlenR™™ C{A}e  en  i{A}g = {A}e NiR™™ C {A}g.

Uit Lemma 4.3 weet ons {A}{: is 'n deelruimte van C™*" en daarom volg {A}y +i{A}x C {A}¢,
wat die een insluiting gee.

Vir die omgekeerde is dit voldoende om te wys dat dimc{A}¢ < dime ({A}g +i{A}g). Vanuit
die feit dat elke komplekse vektorruimte van dimensie k, 'n reéle vektorruimte van dimensie 2k is,
volg

2dime ({A}} +1{A}) = dimp ({4} +i{A}) = 2dimp {4},

Dus, dim¢e ({A}g +i{A}}) = dimg{A}%.

In die vorige afdelings is bewys R[A] C {A}; en dimg R[A] = deg(ma(-)) asook dimc{A}{ =
deg(ma(-)), waar gebruik gemaak is van die feit dat my € F[z] onathanklik is van F = R of F = C,
volgens Stelling 3.35. Nou volg

dimc{A}¢ = deg(ma(+)) = dimg R[A] < dimg{A}%.
Hieruit kry ons die verlangde ongelykheid dimc{A}{ < dimp{A}g = dimc ({A}g +i{A}"). Ge-
volglik weet ons {A}} +i{A}} = {A}¢.
Verder volg dimp{A}g = dimc ({A}g + i{A}g) = dimc{A}¢ = deg(mal(-)). O

Die bewys van Stelling 4.2 vir F = R volg nou direk uit dimg{A}j = deg(mal(-)).
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Laastens gee ons 'n beskrywing vir matrikse B in {A}} soos ons in Stelling 4.11 gedoen het vir
{A}{. Hiervoor gebruik ons A se reéle Jordan ontbinding soos bespreek in Afdeling 3.5.
Vir A € R™ ™ veronderstel 41, ..., 0k, 01, ..., 05 met 0; = a; +1ibj, 1 < j < k, is die komplekse
eiewaardes van A, waar §;, # 6;, as j1 # j2 en Ay, ..., A\, is die reéle eiewaardes van A, waar \;; # A,
as i1 # i2. Dan lyk A se reéle Jordan ontbinding soos volg:

A=PJgP™' waar Jg=diag(Cy,...,Cy,J1,...,.J;) met
C; = diag (cnﬂ(aj,bj), iy (aj,bj)) L omp>.>ny, 1<j<k, (4.7)
Ji = diag (Jm“ ()\2), ceuy mel(/\l)) s mi1 Z 2 mm, 1 S 7 S r.

Laat 74 ,r die versameling van n x n reéle bo-driehoekige Toeplitz matrikse voorstel. Dus
T+ nr = T4 n NR™™. Definieer

D::{[_O‘B ﬁ :a,BGR} C R2X2,

Let wel, D is 'n kommutatiewe deelalgebra van R?2*? waar elke C(«, 3) € D identifiseer kan word
met A = a +if € C, soos verduidelik in Afdeling 3.5. Gevolglik kan D identifiseer word met
C. Laat T; 2,,p die versameling van 2n x 2n bo-driehoekige blok Toeplitz matrikse voorstel met
inskrywings vanuit D. Aangesien D 'n kommutatiewe algebra is, volg dit maklik dat 7. 2, p ook
'n kommutatiewe deelalgebra van R?"*?" is, soos vir T+n bewys is in Proposisie 3.38.

Stelling 4.17. Gegee A € R"*™ met reéle Jordan ontbinding soos in (4.7). Dan volg B € {A}g as
en slegs as

B = Pdiag (Bl, ... By, By, ...,BT) Pl met
By = diag (T, ), T € Typnyp, 1515, 1<j<k,
waar Tl(j) die 2nj; X 2nj; linker-bohoek van Tl(j) 18, (4.8)
B; = diag (Tf”, ...,Tg’)) ;T € Ty, NRMXMis 1 <<y, 1<i<r,
waar Ts(i) die m;s X mys linker-bohoek van Tl(i) 18.

Bewys. Vanuit Stelling 4.2 vir F = R weet ons vir B € {A}} volg B = ¢(A), vir 'n ¢ € R[z]. Dus

B = PQ(JR>P_1 = Pdlag (Q(Cl), 7Q(Ck)> q(J1)7 ceey Q(JT)) P_la waar
a(Cy) = diag (4(Cuyy (a,5))); s a(Cryy (a5,8)) ), 1< <,
a( ) = diag (@ (N)), s 0y, (M) s 100
Nou wys ons B het die vorm soos in (4.8). Dit is voldoende om te wys ¢(C;) het die vorm van Bj,
vir 1 < j < k en ¢(J;) het die vorm van B;, vir 1 <1 < r.
Vanuit C,, (aj,b;) € T+ 2n;,p vir elke 1 < [ < ¢; en die feit dat T4 2,;, p 'n kommutatiewe

algebra is, volg nou direk dat ¢(Chp (a;,b;)) € T4 20, Soortgelyk volg vanuit Ji,,, (Ai) € Ty m,, R
vir elke 1 < s < v; en die feit dat 75 ,,,,,  'n kommutatiewe algebra is, dat ¢(Jm,, (Ai)) € T+ mi. R-
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Verder volg vanuit

Ch,, (aj, b)) = { Chj,(aj, b)) * ‘)] , 1<ji<k, 1<1<ty,

0(2nj172nﬂ) X 2n,; anl—njl (aj7 b]

dat
Q(anz(ajabj)) *

Cr.. (a;,b)) =

], 1<j<k 1<I<t.

Gevolglik sien ons q(Cy,,(a;,b;)) is die 2nj x 2ny linker-bohoek van ¢(Cy,;, (aj,b;)) vir elke 1 <
I <tjenl < j < k. Laat q(C’nﬂ(aj,bj)) =: Tl(j) virl <1 <tjenl < j < k. Dan volg
q(C;) = diag (Tl(j), ...,Tt(j)> met Tl(j) € Ty on;p, 1 <1<t

Soortgelyk volg vanuit

Imi (M) = is , 1<i<r, 1<s<uw,
' ( ) _O(mil —Ms) XMis I —mis ()‘Z)
o (M)
q(Jm,. (N * } .
I (Ai)) = v , 1< <r, 1<s<w;.
4 Ll( ) _O(mﬂ*mis)xmis q(Jmil_mis ()‘Z))

Hieruit sien ons q(Jpm,, (Ai)) is die m;s x m;s linker-bohoek van q(Jpm,;, (X)) vir elke 1 < s < v;
en 1 < ¢ < r. Laat q(Jpm,.(\i)) =: Ts(i) vir elke 1 < s < wv;en 1 < i < r. Dan volg q(J;) =
diag (Tl(i), ey Téf)) waar Ts(i) € T+ mi. R, 1 <s < wv,;. Hieruit volg dat B € {A}} die vorm soos in
(4.8) het.

Laat K die versameling matrikse met vorm soos in (4.8) voorstel. Dit is maklik om aan te
toon dat K 'n deelruimte van R™ ™ vorm en vanuit Lemma 4.3 vir F = R weet ons dieselfde is
waar vir {A}}. Aangesien ons nou weet {A}g C K, kan ons bewys die versamelings is dieselfde
deur te wys hul het dieselfde dimensie. Ons maak gebruik van Proposisie 4.16 waaruit ons weet
dimg{A}} = deg(ma(-)), asook van die feit dat die minimaalpolinoom oor R van ’'n reéle matriks
ook die minimaalpolinoom oor C is van hierdie matriks, soos bespreek in Afdeling 3.6. Gevolglik kan
ons Lemma 4.8 gebruik om deg(m(+)) te bepaal. Vanuit hierdie lemma en (4.7) volg deg(ma(-)) =
2 Z?:l nj1 + 25:1 m;1.-

Vir enige B € K volg dat Tl(] ) vir elke 1 < [ < k lineér afhanklik is van 2n;; parameters .
Hieruit volg dus dat Bj vir elke 1 < 5 < k ook lineér afhanklik is van 2n;; parameters en gevolglik

is diag (Bl, e Bk> lineér afhanklik van 2 Zle n;1 parameters.

Soortgelyk is Ts(i) vir elke 1 < s < v; lineér afthanklik van m;; parameters. Hieruit volg dus dat
B; vir elke 1 < i < r ook lineér afhanklik is van m;; parameters en gevolglik is diag (By, ..., By)
lineér afhanklik van ) ;_, m;; parameters. Hiermee is bewys dimg K = 2 Z?:l nj1+y .y mi1. Dus
dimg K = dimp{A}} en daarom volg {A}g = K. Gevolglik geld die stelling in beide rigtings. O

4.5 Notas

Vir Afdelings 4.1 — 4.3 is meeste van die inligting verkry vanuit hoofstuk 5-6 in [11], waar 'n bewys
vir Stelling 4.2 gegee word vir enige algebraiese geslote liggaam. Die verwysings word volledig gegee
waar nodig. Sommige van die resultate se bewoording en bewyse is moontlik aangepas, maar die
metode van bewys is meestal soortgelyk as in [11].
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In [11] word verwys na [16] vir 'n bewys van Stelling 4.2 vir enige liggaam F. Hierdie resultaat
volg vanuit 'n abstrakte algebra oogpunt. Die bewys van Stelling 4.2 vir F = R deur 'n reduksie na
F = C soos in Afdeling 4.4 gegee word, is ons eie werk. Dit wil ook voorkom asof die beskrywing
van matrikse in {A}% soos in Stelling 4.17 moontlik nog nie voorheen gepubliseer is nie.

5 Matriks kiks en die Lyapunov orde

In hierdie hoofstuk werk ons met reéle matrikse. Ons begin deur te kyk na matriks kiks en
eienskappe daarvan.

5.1 Matriks kiks

'n Kik % in die algebra R™*" word ook 'n matriks kik genoem. Ook hier stel ons die kleinste kik
wat 'n gegewe matriks A bevat voor met ¥ (A). Ons noem ’'n versameling V' C R™ ™ nie-singulier
as al die nie-nul matrikse in V' nie-singulier is. Alhoewel 'n matriks kik geslote is onder die neem
van inverses beteken dit nie noodwendig dat 'n kik nie-singulier is nie.

Stelling 5.1 ([9], Proposisie 2.6). Laat € ’n kik van R™™ wees. Dan is die volgende eienskappe
ekwivalent

(i) € is nie-singulier.
(ii) Al die nie-nul matrikse in € het reguliere inersie.
(i1i) Al die nie-nul matrikse in € het dieselfde reguliere inersie.

Bewys. Dis duidelik dat (i7i) impliseer (i) en (i7).

Ons wys (i) impliseer (i7) deur te wys as (i7) nie geld nie, dan geld (i) ook nie. Veronderstel A €
R™*™ is 'n nie-singuliere matriks in % met 'n suiwer imaginére eiewaarde. Dus A het nie-reguliere
inersie. Laat i, 0 # a € R, 'n suiwer imaginére eiewaarde van A wees met bybehorende eievektor
0, # v € R™. Dus Av = iav. Ons veronderstel eers a > 0. Aangesien A nie-singulier is, weet ons
v=A"TAv = iaA v, dus %v = %iv = A~'v. Omdat %€ 'n kik is, volg (éAnt ozA_l) € € en
dus is éA + aA~! nie-singulier, aangesien % nie-singulier is. Maar dit volg dat

<1A + aA1> v = <1A> v+ (aAil) v =1iv —iv = 0.
o

«

Gevolglik is (éA + aA~!) singulier, wat teenstrydig is met (i). In die geval waar a < 0, laat
B8 =—a > 0. Dan Av = —ifv en }iﬁv = %iv = A~ '. Nou volg (%A+ﬁA‘1> € % en dus is
%A + BA™! nie-singulier. Vanuit

B

sien ons (%A + BA™1) is singulier, wat teenstrydig is met (7). Dit wys dat as (i) waar is, dan sal
(i) ook waar wees.

Nou wys ons (i7) impliseer (iii). Weereens bewys ons die implikasie deur te wys as (iii) nie
geld nie, dan geld (i) ook nie. Neem twee matrikse A, B € € met verskillende reguliere inersies.

<1A + ﬁA_1> v = (;A) v+ (BA_I) v = —iv 4 iv = Oy,
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Ons beskou die matriks 7, := aA + (1 — o)B € € vir a € [0,1]. In bylaag D van [14] word
verduidelik dat die eiewaardes van 'n reéle of komplekse vierkantige matriks kontinu athang van
die inskrywings van die matriks. Dit is 'n gevolg van die stelling wat voorkom in hierdie bylaag
waaruit ons sien dat klein genoeg veranderinge in die koéffisiénte van 'n polinoom slegs tot klein
veranderinge in enige van die nulpunte van die polinoom kan lei. Nou volg vanuit die feit dat die
koéffisiénte van die karakteristieke polinoom pr, () = det (I, — T, ) kontinu athang van «, en die
feit dat die nulpunte van pr, die eiewaardes van Ty, is, dat die eiewaardes van 7T, kontinu afthang
van «. Aangesien Ty = B en 17 = A verskillende reguliere inersies het, volg dit dat daar ten minste
een & € (0,1) bestaan waarvoor Ty 'n suiwer imaginére eiewaarde sal hé. Dit is teenstrydig met
(ii). Dit wys dat as (ii) waar is, dan sal (iii) ook waar wees. O

Proposisie 5.2. Laat A € R"*". Dan is €(A) nie-singulier as en slegs as A reguliere inersie het.

Bewys. As € (A) nie-singulier is, weet ons vanuit Stelling 5.1 dat al die nie-nul matrikse in ¢'(A)
dieselfde reguliere inersie het. Aangesien A € € (A) volg dus dat A reguliere inersie het. Hiermee
is die een rigting bewys.

Vir die omgekeerde verwys ons na Proposisie 2.5 in [9]. O

Dit volg maklik uit die manier hoe die kik ¢’ (A) vanuit A € R™*" voortgebring word, soos
verduidelik in Proposisie 2.12, dat as A singulier is of A = A~! volg ¥(A) = {AA : A > 0} asook
C(ANA) =C(A) vir A > 0, €(AA) = {Opxn} vir A=0en €(ANA) = —F(A) vir A <0.

Lemma 5.3. Vir enige A € R™" en T € GL(n,R) volg dit dat T~1€(A)T 'n kik is.

Bewys. Ons begin deur te wys T1€ (AT is geslote onder optelling. Neem Ay, Ay € €(A). Laat
Ay =T YAIT en Ay := T71A3T. Dan volg Ay, Ay € T71€(A)T. Vanuit Ay + Ay € €(A) volg

A+ Ay =T AT+ T AT =T (A1 + A)T e T 16 (AT.

Dus, T71€(A)T + T~ '€ (AT C T~'¢(A)T.
Om te sien T~1% (A)T is geslote onder skalaar vermenigvuldiging maak ons gebruik van die feit
dat vir A >0 en A; € €(A) volg AA; € €(A). Laat Ay := T 1A, T € T-'¢(A)T. Nou volg

My =X (T'AT) =T (AANT € T '6(A)T.

Dus, A (T'€(A)T) C T-'¢(A)T vir alle X > 0.
Laastens moet ons wys dat T_I%(A)T geslote onder die neem van inverses is. Neem A; € €(A)
waar A; nie-singulier is. Laat Ay := T~'A,T € T~ ¢ (A)T. Aangesien ons weet A;* € €(A), volg

ATV = (T AT) =T AT T e T '€ (A)T.

Hiermee is bewys vir 'n nie-singuliere A € T=1¢(A)T volg A~' € T=1¢(A)T. Gevolglik lei ons
hieruit af dat T-1%(A)T 'n kik is. O

Die volgende lemma toon aan dat ons mag aanneem die matriks A € R™*" is gelyk aan sy reéle
Jordan-matriks Jr wanneer ons met die kik €'(A) werk.

Lemma 5.4. Vir A € R™*" bevredig die versameling € (A) gelykvormigheid in die sin dat vir alle
T € GL(n,R) volg
C(TYAT) = T '€ (A)T.

29



Bewys. Aangesien A € %(A) weet ons T'AT € T '¢(A)T. Vanuit Lemma 5.3 weet ons
T Y€ (A)T is 'n kik en dus € (T"1AT) C T~1¢(A)T. Hiermee is die een insluiting bewys.

Vir die omgekeerde insluiting maak ons weer gebruik van Lemma 5.3 waaruit ons weet dat
TE (T AT)T! 'n kik is. Aangesien A =T (T 'AT) T~ € T¢ (T 'AT)T~" weet ons €' (A) C
TE (T TAT)T~! oftewel T~16(A)T C €(T~*AT). Dus volg € (T 1AT) = T~1€(A)T. O

Lemma 5.5. Vir enige deelversameling D C R™ ™ is
{D}g = {C e R™*" : CD = DC wvir alle D € D}
n matriks kik.
Bewys. Hierdie resultaat volg vanuit Lemma 4.3 vir F = R. 0

Gevolg 5.6. Vir 'n gegewe matriks A € R™" is beide die versamelings {A}p en {A}g matriks
kiks. Verder volg ook € (A) C {A}g C {A}g en dat €(A) en {A}} kommutatief is.

Bewys. Vanuit bostaande lemma weet ons dat {A}, en {A}} kiks is.

Neem D € {A}}, dan vir elke C' € {A}p volg CD = DC'. Aangesien A € {A}}; volg DA = AD,
dus D € {A};. Gevolglik weet ons {A}g C {A}g. Vanuit A € {A}} en die feit dat {A}} 'n kik is,
volg #(A) C (A} C (A},

Aangesien {A}g C {A}; volg dit dat alle Dy, Dy € {A}g kommuteer, gevolglik is {A}% 'n
kommutatiewe versameling. Vanuit die insluiting ¢'(A4) C {A}g volg dit dan ook dat € (A) 'n
kommutatiewe versameling is. d

5.2 Oplossingsversamelings vir Lyapunov ongelykhede

Ons skryf S,, vir die versameling n X n reéle simmetriese matrikse, P, vir die versameling n X n reéle
n Y n
positief semi-definiete matrikse en P, vir die versameling n X n reéle positief definiete matrikse, dus

Sp={SeR™:8=8T} P,:={PcS,:P>0uun}, Pp:={PES,:P>0uun}

In hierdie afdeling kyk ons na die oplossingsversamelings S(A) en S(A) van die Lyapunov onge-
lykhede SA + A”S € P, en SA+ A”S € P, vir A € R**". Die definisies van hierdie oplossings-
versamelings volg:

Definisie 5.7. Vir A € R™*" laat
S(A):={S€S,:SA+A"ScP,} en S(A):={ScS,:SA+A%ScP,}.
Dit is eenvoudig om te sien
S(0nxn) =Sn;  S(Onxn) =0, S(I,) =P, en S(I,) =Py,

Die volgende stelling is 'n toepassing van die Inersie Stelling (Stelling 3.18) op die oplossingsversa-
meling S(A).

Stelling 5.8. Laat A € R™*™ en veronderstel S(A) # 0. Vir S € S(A) volg dan

E4(S) = E4(A), E-(S)=E_(A), &(S)=E(A)=0.
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Hieruit sien ons in die besonder dat al die matrikse in S(A) dieselfde reguliere inersie het en
gevolglik is S(A) nie-singulier. B
Vervolgens bewys ons verskeie eienskappe vir die oplossingsversamelings S(A) en S(A).

Lemma 5.9. Vir A € R™" is die versamelings S(A) en S(A) U {0,xn} konvekse keéls.
Bewys. Ons bewys eers dat S(A) 'n konvekse keél is. Neem Sy, S € S(A), dan
(S1+ S2)A+ AT (S] + S5) = (S1A+ ALS)) + (S, A + AT Sy) € P,..

Dus S; + S2 € S(A) en hiermee is bewys S(A4) + S(A4) C S(A).
Verder, vir S € S(A) en A > 0 volg ASA + AHAS = \(SA+ A S). As X\ > 0, volg

MSA+ AHLS) e P,.

Dus AS(A) C S(A). Vir A = 0 volg A\(SA + AHS) = 0,x,. Dus AS(A) C S(A) omdat 0,,x,, € Py,.
Ons sien dus AS(A4) C S(A) vir alle A > 0. Daarom is S(A) n konvekse keél.
Om te sien dat S(A) U {0, xn} 'n konvekse keél is, neem Si, Sy € S(A) U {0pxr}. Dan volg

(S1 4 S2)A+ AT(S] + 85) = (S1A+ ATLS)) + (S, A + AT Sy) e P,,.

Dus 51+ 52 € S(A) U{0pxn} en hiermee is bewys S(A) U{0nxn}+S(A) U{0nxn} C S(A) U{0nxn}-

Verder, vir S € S(A) U {Ouxn} en A > 0 volg ASA + AHNS = A\(SA + AHS). Vir A >
0 volg A\(SA + A7 S) € P, en vir A = 0 volg AS = Opxp, dus AS € S(A) U {0,xn} vir alle A > 0.
Hiermee is bewys A (S(A) U {O0nxn}) € S(A)U{0pxn} vir alle A > 0, daarom volg dat S(A) U{0p,xn}
'n konvekse keél is. ]

Lemma 5.10. Vir A € R™*" en ’n nie-singuliere S € S,, volg

(i) S € S(A) as en slegs as S~' € S(AH).

(ii) S € S(A) as en slegs as S~ € S(AM).
Bewys. Neem S € S(A). Dan vanuit SA + A”S € P, volg

STIAH ¢ (A G = A(S™HH 1 871 AH = 571(SA 4+ AHS) (S HH ¢ P,,.
Dus S~! € S(A"). Hiermee is die een rigting bewys.
Vir die omgekeerde, neem S~! € S(A¥). Dan, vanuit S™'A” + (AH)HS~1 c P, volg
SA+ATS = AHSGH 1 GA = S(S71AT 4 AS™HSH c P,.

Dus S € S(A). Hiermee is die omgekeerde bewys.
Die bewys vir S € S(A) as en slegs as S~ € S(A) volg soortgelyk. O

Lemma 5.11. Vir 'n nie-singuliere A € R™" volg S(A) = S(A~1) en S(A) = S(A™1).
Bewys. Neem S € S(A) dan volg vanuit SA + A%S € P, dat
SAT 4 (A HHS = (A THH(SA+ ATS )AL € ..

S(A~!) en gevolglik S(A) € S(A™Y). Neem S € S(A7!). Dan volg vanuit SA~! +
S

SA+ AS = AH(SA 4 (A HHS)A e P,,.
Dus S € S(A) en gevolglik S(A~!) C S(A). Hieruit volg S(A) = S(A~!). Dieselfde argument lewer
S(A4) = S(A™Y). O
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Die volgende lemma toon aan dat ons weereens mag aanneem die matriks A € R™*™ is gelyk
aan sy reéle Jordan-matriks Jr wanneer ons met die versamelings S(A) en S(A) werk.

Lemma 5.12. Vir A € R™" en alle T € GL(n,R) volg
S(T7YAT) = THS(A)T en S(T7AT) =THS(A)T.
Bewys. Vir elke S € S(T7'AT) volg S(T'AT) + (T~'AT)" S € P,,, en daarom ook
(TH)LST 1A + AH(THY o7t = (TH)y"Y(ST AT + TH AR (TH)"1S) 771 € P,

Dus (TH)=1ST~1 € S(A), oftewel S € THS(A)T en gevolglik S(T~1AT) C THS(A)T.
Om die omgekeerde insluiting te bewys, neem S € THS(A)T, dus (TH)"1ST~! € S(A). Dan
(THY=1ST=1A + AH(TH)=19T~! € P,, en daarom ook

STAT + (T7'AT)HS = ST AT + TH AH (T~ 5
=TH(TH)1ST A+ AT(TH)LSsT—HT € P,

Hieruit sien ons dat S € S(T~'AT), gevolglik T#S(A)T C S(T~'AT). Dit bewys T"S(A)T =
S(T—1AT).
Die bewys vir S(T~'AT) = THS(A)T volg soortgelyk. O

Lemma 5.13. Vir A € R™" en A € R wolg
(i) S(AA) = S(A) vir A >0 en S(A\A) = —S(A) vir A < 0.
(i) S(AA) = S(A) vir A >0 en S(AA) = —S(A) vir A < 0.

Bewys. Neem S € S(AA) waar A > 0. Dan M\(SA + AHS) = S(AA) + (MA)HS € P,,. Aangesien
1> 0volg SA+ AHS = LX(SA+ AHS) € P,,. Dus S € S(A) en gevoglik S(AA) C S(A) vir A > 0.

Vir die omgekeerde insluiting, neem S € S(A). Dan volg SA 4+ A#S € P,, en dus ook S(\A) +
(AA)HS =X (SA+ A”S) € P, vir A > 0. Dus S € S(AA) en gevolglik S(4) C S(AA) vir A > 0.
Hiermee is bewys S(AA) = S(A) vir A > 0.

Neem S € S(AA) vir A < 0. Dus A(SA + A”S) = S(AA) + (M) S € P,,. Laat A = —6. Dus
§ > 0 en daarom ook } > 0. Nou volg (—S)A + A7 (—5) = —(SA+ AHS) = A(SA+ AHS) € P,.
Dus —S € S(A) en gevolglik S(AA) C —S(A) vir A < 0.

Vir die omgekeerde insluiting, neem S € —S(A4). Dan —(SA+ AHS) = (-S)A+ AH(-S9) € P,,.
Vir m A = —6 < 0 volg S(AA) + (MNA)HS = A\(SA+ AHS) = —§(SA+ A S) € P, aangesien § > 0.
Dus S € S(A\A) en gevolglik —S(A4) C S(AA) vir A < 0. Hiermee is bewys S(AA) = —S(A) vir
A<0.

Die bewys vir S(AA) = S(A) vir A > 0 en S(AA) = —S(A4) vir A < 0 volg soortgelyk. O

Daar bestaan 'n wyse waarop ons die versameling S(A) kan bepaal vir A € R™*™ indien £, (A) =
n of £_(A) = n. Dit word verkry vanuit die volgende stelling en gevolg.

Stelling 5.14 ([12], Oefening 18.7). Stel A € R™"™ met E4(A) = n. Vir enige K € P, laat
S = fooo e e A" Ke=®Ady. Dan volg S € P, en SA+ AHS = K. Verder, S is die enigste matriks
wat SA+ AHS = K € P, bevredig, vir hierdie vaste K. In die besonder kry ons

S(A) = {/ e A Ke A dr K € Pn}.
0
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Gevolg 5.15. Stel A € R™" met E_(A) = n. Vir enige K € Py, laat S := — [° e A" KerA dg.
Dan volg —S € P, en SA+ A"S = K. Verder, S is die enigste matriks wat SA+ A7S =K e P,
bevredig, vir hierdie vaste K. In die besonder kry ons

S(A) = {—/ A Kot dy : KGPn}.
0

In Hoofstuk 7 pas ons Stelling 5.14 en Gevolg 5.15 toe op verskeie A € R?*2 waarvoor £, (A4) = 2
of £_(A) =2 geld, om die eienskappe van matrikse in S(A) te bepaal.

Skryf A € R™ " in sy reéle Jordan ontbinding A = PJgP~! waar P € GL(n,R). Veronderstel
A het reguliere inersie met £ (A) = u en E_(A) = v. Dus u + v = n. Ons kan deur middel van
permutasie matrikse verseker dat die Jordan-matriks Jr volgens inersie gegroepeer word, dus

Jr = diag (Jg+(A), JS,(A)) waar Jg+(A) e RY™ en Ex (Jng(A)) = U, (5.1)

asook  Jg (4 €RY en & (Jg_(A)) =. '

Stelling 5.16 ([12], Stellings 18.7 & 20.15). Vir A € R™*™ volg S(A) # 0 as en slegs as A reguliere
inersie het.

Bewys. Veronderstel daar bestaan 'n S € S,, s6 dat SA + A¥S = K € P,,, dus S(A) # 0. Neem
'n eievektor 0, # u € C" van A met ooreenstemmende eiewaarde A € C. Dus Au = Au. Nou volg
uT AT = (Au)? = ()P = Xufl. Vanuit

0 < ! Ku = v SAu + uff AT Su = u Shu + M’ Su = (A + XN)ufl Su

volg 2Re(A\) = A+ X # 0. Gevolglik sien ons dat daar geen oplossings vir die streng Lyapunov
ongelykheid vir A bestaan in die geval waar A suiwer imaginére eiewaardes het nie. Dus A het
reguliere inersie en hiermee is die een rigting bewys.

Vir die omgekeerde, veronderstel A het reguliere inersie. Laat £, (A) = u en E_(A) = v,
dus u + v = n. Ons weet vanuit (5.1) dat die reéle Jordan ontbinding van A gegee word deur
A= PJgP~! met P € GL(n,R) en Jg = diag (Jg, (a), Je_(a)). Ons sien vanuit Lemma 5.12 dat
ons A gelyk kan neem aan Jg, want as ons kan wys S(Jg) # () dan volg () # S(Jr) = S(P~'AP) =
PHS(A)P en hieruit kry ons dan S(A) # ().

Vanuit Stelling 5.14 volg dat

Sll - /OO e_a:(Jg+(A)>HKlle_x(Jg+<A)> dz
0

'n positief definiete oplossing is vir die vergelyking 511 (Jg+(A)) + (Jg+(A))H S11 = Ki1. Soortgelyk
volg vanuit Gevolg 5.15 dat

Sog 1= — /Oo ex<Jg—(A))HK226x<Jg—(A)> dx
0

'n negatief definiete oplossing is vir die vergelyking Soo (Jgi(A)) + (Jgi(A))HSQQ = Koo. Laat
S := diag(S11, S22) en K := diag(K11, K22). Dan volg S € S,, en K € P,, asook

SA+A"S = K.
Hiermee is bewys S(Jr) # 0 en gevolglik ook S(A) # () wanneer A reguliere inersie het. O
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Lemma 5.17. Laat A € R™" met A = diag(A1, ..., \n) en E4(A) =n. Dan geld

oo
1
S(A) ={KoLs:KeP,}, waar Ly := / e A e " Ady met [Laly; = , 1<4,5 <n.
0 TooAit N

Hier is I, die n x n matriks met elke inskrywing gelyk aan 1. Verder, K word uniek bepaal deur
KolLy.

Bewys. Ons weet vanuit Stelling 5.14 dat S(A) = { 0 e—rAT fre—rAqy K € Pn}. Ons moet dus
bewys dat

o0 H o0 H
/ e A" Ke 44y = Ko/ e AL e "y,
0 0

Ons maak gebruik van eienskappe rakende die eksponent van 'n matriks A € R™*™ om dit te wys.
Ons begin met die definisie e := "2 ) L A" Dit volg dat die formele reeks e = 322 ) L(sA)k
(sA)H _ (esA)H

konvergeer vir elke s € C en e vir elke s € C. Hieruit volg dan dat

_zAH e AVH _ _ Lo , _ .
AT = (72T = (g7 — o774 = diag(e7™™M, e, . e7™M)  virelke z€R.

Laat K = [l{:zj];fl%z Direkte berekening lewer [e*xAHK e*l"A} 0= kije~®AitXi) | Hieruit volg

[e%s) t t
[/ e_wAHKe_xAdx] = [lim / e_IAHKe_xAdm] = lim kije_z(’\"”L)‘j)dx
0 ij ij

—kj e ki
— Uy ( —t\i+Ag) _ 1) _ Mg
Ai + A 500 \° Ai + A

Stel k;; = 1. Dan volg uit bostaande dat [e_xAHHne_xA} = e~ ®AitA;) ep [Lalij = /\hlL)\j. Dus
ij
ki . .
[KoLal; = e Hiermee is bewys

[e.9]
[ / AT Ke—zAdx] = [K o La);; virelke 1 <i,j <n.
0 gl

Die feit dat K uniek bepaal word deur K o L4 volg direk vanuit Stelling 5.14 waar ons weet K
word uniek bepaal deur [;* e~ A" e=2Ady O

Gevolg 5.18. Laat A € R™*" met A = diag(A1, ..., \n) en E_(A) =n. Dan geld

1 .
1<4,5 <n.

o0
S(A)={KoLy:K€eP,}, waar L := —/ e LyeAda met [Lal;j = ; =
0 >\z + )\j

Hier is I, die n x n matriks met elke inskrywing gelyk aan 1. Verder, K word uniek bepaal deur
KolLy.
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5.3 Die Lyapunov orde
Definisie 5.19. Vir A, B € R™*" skryf ons A < B as

S e S,, SA+A"SeP, = SB+BHScP,.

Ons verwys na hierdie binére relasie op R™ "™ as die Lyapunov orde. Ons kan A < B herformuleer
as S(A) C S(B). Laat €¢(A) :={B € R"*": A < B}.

Lemma 5.20. Die Lyapunov orde is refieksief en transitief en gevolglik ’n pre-order relasie op
Rnxn_

Bewys. Vanuit die herformulering van die binére relasie < op R™*" sien ons dat < refleksief is,
omdat S(A) C S(A) en dus A < A. Verder as S(A) C S(B) en S(B) C S(C) volg S(A) C S(C), dus
as A< Ben B < (C dan volg A < C, daarom is < transitief. O

Lemma 5.21. Die versameling € ¢(A) is 'n matriks kik.

Bewys. Neem Bi, By € €2(A). Merk op dat S(B1) NS(Bs) C S(By + By) omdat vir S € S(By) N

S(B2) volg
S(By + Bs) + (B1 + By)"S = (SBy 4+ BHS) + (SBy + BIS) € P,..
Aangesien S(A) C S(B;), vir i = 1,2, volg tesame met bogenoemde dat
S(A) =S(A) NS(A) € S(B1) NS(Bz) € S(B1 + Ba).

Dus A < B; + Bs en daarom volg G¢(A) + G e(A) C Ce(A).

Verder, vir B € €¢(A) en a > 0 sal A < aB. Dit volg omdat S(A) C S(B) en vir a > 0 volg
S(A) = S(aA) = aS(A), omdat positief semi-definietheid van 'n matriks behoue bly onder positiewe
skaling en daarom S(A4) = aS(A) C aS(B) = S(aB). As a = 0 dan S(aB) = S(0,x») = S, en dus
S(A) C S(aB). Nou weet ons a€¢(A) C €e(A) vir elke a > 0, dus is €¢(A) n konvekse keél.

Laastens, veronderstel B € € ¢(A) is nie-singulier. Dan weet ons B~ € ¥¢(A) as A < B~L.
Ons maak gebruik van Lemma 5.11 waaruit ons weet S(B) = S(B~!). Vanuit S(4) C S(B) volg
nou S(A) € S(B7!). Dus B™! € €¢(A) en daarom is Ge(A) 'n matriks kik. O

'n Ander versameling van belang is ¥¢(A). Dit bestaan uit die versameling matrikse in €¢(A)
met reguliere inersie. Reguliere inersie van 'n matriks bly behoue onder positiewe skaling en matriks
inversie, maar nie onder optelling nie. Dus volg dat é¢(A) oor die algemeen nie 'n kik is nie.

Stelling 5.22 ([7], Stelling 6). Vir alle A € R™™"™ geld
(i) €(A) C To(4) N {A}y.
(ii) As A reguliere inersie het, geld € (A) C Ge(A) N {A}%.

Bewys. Om (i) te bewys maak ons gebruik van Lemma 5.21 en Gevolg 5.6 waaruit ons weet dat
beide {A}} en € ¢(A) matriks kiks is wat A bevat. Ons weet vanuit Lemma 2.7 dat €'g(A) N{A}%
ook 'n kik is. Aangesien A € €¢(A) N{A}} volg dat €' (A) C €e(A)N{A}. Hiermee is (i) bewys.

Die bewys vir (ii) volg. Aangesien A reguliere inersie het weet ons vanuit Proposisie 5.2 dat
% (A) nie-singulier is. Dan weet ons vanuit Stelling 5.1 dat al die matrikse in %'(A) dieselfde reguliere
inersie het. Nou weet ons vanuit (7) dat ¢'(A) C Ge(A) N {A}}. Hiermee is (i) bewys. O
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Die volgende lemma toon aan dat ons weereens mag aanneem die matriks A € R™*™ ig gelyk
aan sy reéle Jordan-matriks Jgr wanneer ons met die kik @ ¢(A) en versameling €¢(A) werk.

Lemma 5.23. Vir A € R™*" bevredig die versamelings € ¢(A) en €o(A) gelykvormigheid in die
sin dat vir alle T € GL(n,R) wvolg

Co(TAT) = TG (AT, Co(T'AT) = T '%e(AT.

Bewys. Neem C' € € ¢(T~'AT). Dan weet ons uit Lemma 5.12 dat S(T~*AT) = THS(A)T C S(0).
Hieruit volg vir S € S(A) dat T STC + CHTHST € P, en dus dat

STCeT! +(reTYHYHs = sTrer— + (T~ HYHcHTHS = (T YH(THSTC + CHTHST)T! € P,,.

Ons sien dus dat S € S(TCT~!). Nou volg S(A) C S(T'CT'), daarom TCT~! € F¢(A) oftewel
C € T '€ ¢(A)T. Hieruit volg die insluiting €¢(T1AT) C T71€2(A)T. Om die omgekeerde
insluiting te bewys, neem C € T~'€¢(A)T. Dus TCT ' € €¢(A) en gevolglik S(A) C S(TCT™1).
Neem S € S(A), dan STCT~! + (TCT-HHS € P, asook

T8sTC + CHTHEST = TH(STCT™! + (T YHYHCHTHS)T € P,,.

Ons sien dus dat S(T—YAT) = THS(A)T gﬁS(C) en daarom volg C' € € o(T7LAT). Gevolglik,
T~ '€ (A)T C €o(T ' AT). Dit bewys T 1€ ¢(A)T = € (T AT).
Laastens, omdat €e(A) C €e(A), volg vir B € 6e(A) dat

T7'BT € T '6e(A)T C T '€ o(A)T =€ o(TLAT).

Aangesien T~!BT dieselfde spektrum het as B volg T~!BT € €o(T1AT) . Dus T 16e(A)T C
Ce(T7LAT).
Vir die omgekeerde insluiting, neem B € €¢(T~'AT). Dan volg

B € 6o(T7TAT) C Co(T TAT) = T '€ o (A)T.

Dus TBT~! € €¢(A). Ons weet TBT~! het reguliere inersie, aangesien B reguliere inersie het.
Gevolglik, TBT~! € €¢(A) oftewel B € T™1€(A)T. Dus €o(T 1AT) C T~ '62(A)T en hiermee
is bewys €o(TTAT) = T~ 1% (A)T. O

Lemma 5.24. Vir A € R™" en X € R wolg
(i) €e(NA) = € ¢ (A) vir A > 0.
(ii) €e(AA) = {Opxn} vir A = 0.
(i1i) € 2(NA) = —Fo(A) vir A < 0.
Bewys. Ons sien vanuit Lemma 5.13 dat vir A > 0 volg
Ce(AA) = {BeR"™":S(A) CS(B)} = {B e R"":S(A) CS(B)} = €(A).

Hiermee is (i) bewys.
Vir (ii) neem A = 0, B # Opxp, en veronderstel S,, = S(0nxn) = S(AA) C S(B). Dan volg
SB+BH1S € P, virelke S € S,,. Aangesien —S € S,, volg ook —(SB+ B1S) = -SB+ B (-9)
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P,,. Hieruit kry ons dus dat die matriks SB 4+ B S slegs suiwer imaginére eiewaardes kan hé.
Maar aangesien SB + B S simmetries is, weet ons vanuit Stelling 3.25 dat al sy eiewaardes reéel
is. Gevolglik is nul die enigste eiewaarde van SB + BHS. Dit volg ook vanuit Stelling 3.25
dat SB + BYS unitér diagonaliseerbaar is. Dus SB + B¥S = UDUH waar U unitér is en D
'n diagonaalmatriks met die eiewaardes van SB + BYS op die diagonaal. Gevolglik weet ons
SB + BHS = U0,xn U = 0xn, oftewel SB = —BHS. Hieruit sien ons dat B skeef-simmetries
moet wees en SB = BS vir elke S € S,,. Vanuit Stelling 3.27 weet ons omdat B skeef-simmetries
is, volg B =UMUT waar U € R™ " unitér is en

. 0 a1 0 (6 0 (6%}
M = diag <|:a1 0 :| ) |:O£2 0 :| IR |:ad 0 :| 7O(nrank(M))><(nrank(M))> ’

met oy € Rvir1 <i < d. Kies S := USUT, waar S 'n blok-diagonaalmatriks is, verdeel op dieselfde
wyse as M, met nulle oral behalwe in die ¢-de 2 x 2 blok, met 1 < ¢ < d, wat gegee word deur

[(1) (1)] . Die matriks produk SM lewer dan 'n blok-diagonaalmatriks met nulle oral behalwe in die

i-de 2 x 2 blok, wat gegee word deur [ 0

N O(ﬂ . Soortgelyk lewer die matriks produk M S 'n blok-
1

diagonaalmatriks met nulle oral behalwe in die i-de 2 x 2 blok, wat gegee word deur [%’ _Oa.].
Aangesien ST = S volg dit maklik dat S € S, en omdat ons weet SB = BS vir alle S € S,, volg
USMOT = (0507) (OMOT) = B = BS = (OMUT) (0507 = UMST™.

Hieruit sien ons dat SM = MS. Dit is alleenlik waar as a; =0virl1 <i<d. Dus M = 0,,xn, €1
gevolglik ook B = 0,,x,,. Hiermee is (1) bewys naamlik dat €¢(AA) = {0yxn} as A = 0.

Om (4i7) te bewys, neem aan S(A4) C S(B) vir A, B € R"*". Dan ook —S(4) C —S(B). Hieruit
en vanuit Lemma 5.13 volg vir A < 0 dat

Ce(A\A) = {BeR"™":S(AA) CS(B)} = {B e R"": —S(4)
={B eR™":5(4) C —§(
={-BeR™"™:S(A) CS(B)} = —%¢(A).
Hiermee is (iii) bewys. 0
Gevolg 5.25. Vir A € R™"™ en X € R, volg
(i) Ce(ANA) = Ce(A) vir A > 0.
(ii) Ce(ANA) =0 vir X =0.

(iii) Ce(ANA) = —FCe(A) vir A < 0.
5.4 Lyapunov reguliere matrikse

In hierdie afdeling kyk ons na matrikse met die volgende eienskap.

Definisie 5.26. 'n Matriks A € R™"™ word Lyapunov regulier genoem as die eiewaardes A1, ..., A\,
van A sois dat \; +\; #0, vir alle 1 <4,5 <n.
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Let op dat Lyapunov reguliere matrikse reguliere inersie het, omdat vir A; := ia € iR volg
Ai + A =i —ia = 0.
'n Matriks kan dus nie suiwer imaginére eiewaardes hé wanneer dit Lyapunov regulier is nie.

Definisie 5.27. Vir A € R"*" en K € P, laat
SA(K) :={S€S,:SA+ AlS = K}.

Die volgende stelling is die eerste hoofresultaat van die afdeling. Dit kan gebruik word om die
versameling S4(K) in 'n mate te bepaal, vir enige vaste K € P,,, wanneer ons matriks A € R™*"
Lyapunov regulier is.

Stelling 5.28 ([12], Oefening 18.6). Laat A € R™ "™ Lyapunov regulier wees, met reéle Jordan
ontbinding A = PJg P~ soos in Stelling 3.26. Ontbind Jg soos in (5.1). Laat

K = (P Ky lZ s Pt € Py,

met blokke K;j in ooreenstemming met Jr se ontbinding. Dan bevat Sx(K) net een matriks wat
gegee word deur S = (PH)_l[Sij]gzll’gP_l met bokke S;; in ooreenstemming met Jr se ontbinding,
waar

Si1 = /oo e‘x(J€+(A>>HK116“”(JS+(A>) dz, Sy =— /Oo em("h(m)HKZQe”(J&(A)) dz,
0 0

en Sio = SQI{ uniek bepaal word deur die vergelyking Snggi(A) + (Jg+(A))H S12 = Kqo.
Om Stelling 5.28 te bewys, gebruik ons die volgende resultaat uit [12], wat ons nie bewys nie.

Stelling 5.29 ([12], Stelling 18.5). Vir matrikse B € R™*™, C € R™"™ en D € R™*" het die
matriksvergelyking BX — XC = D ’n unieke oplossing X € R™*™ as en slegs as B en C geen
gemeenskaplike eiewaardes het nie.

Bewys van Stelling 5.28. Ons weet vanuit Stelling 3.26 en (5.1) dat die reéle Jordan ontbinding van
A gegee word deur A = PJgP~!, waar P € GL(n,R) en Jg = diag (Jg+(A), Jg_(A)). Veronderstel
E+(A)=uen&_(A)=v,dus u+v=n. Neem K € P,, waar K = (PH)*l[Kij]g;l’gP*1 met die
groottes van die blokke K;; dieselfde as die van Jg. Dan Ki; € Py, en Koo € P,,. Ons weet vanuit
Lemma 5.12 dat

S(K) = S(prp-1)(K) = (PT) 78, (PTKP)P™ = (PT) 718y, (111215 ) P
Dus S € S4(K) as en slegs as PHSP =: [Szj]gzllg € SJR([Kij]gzi’22)7 met die groottes van die blokke

S;; dieselfde as die van Jg. Hieruit kry ons dat S € S4(K) as en slegs as die blokke S;;, 1 <',j < 2,
voldoen aan

S (e, (a)) + (J€+(A))H S =K1, Si2de_a) + (Jg+(A))H512 = K,
So1de, (a) + (Jg,(A))H Sy1 =Ko en Sy (Je_(a))+ (Jg,(A))H Soz = Kaa.
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Aangesien PEKP = [K”]Z;ls € P, en PSP = [Slj]i;lg € S, volg Kfi = Ky en SfL = So.
Hieruit sien ons dat die tweede en derde vergelyking

Si2de_(a) + (J€+(A))H S12=Kia en SuJdg (a)+ (Jg,(A))H So1 = Koy,

Hermitiese getransponeerdes van mekaar is. Gevolglik kyk ons net na die eerste, tweede en vierde
vergelykings.
Ons weet vanuit Stelling 5.14 dat

Sll _ /oo e_x(Jg+(A)>HKlle_x(Jg+(A)> da
0

die unieke oplossing is vir die vergelyking 511 (Jg+(A)) + (Jg+(A))H511 = Kj1. Soortgelyk volg
vanuit Gevolg 5.15 dat

Sog 1= — /OO eI<J‘€—(A>)HK226x(‘]5—(A)) dz
0

die unieke oplossing is vir die vergelyking S (Jg_( A)) + (Jg_( A))H Sog = Koa.

Vanuit die feit dat A 'n eiewaarde van A is as en slegs as A n eiewaarde van A is, weet ons
—\ is 'n elewaarde van —A¥ as en slegs as A 'n eiewaarde van A is. Hieruit volg dat A en —AY
geen gemeenskaplike eiewaardes het nie as en slegs as A Lyapunov regulier is. Dus het Jg_(4) en

(—Jg o ( A))H geen gemeenskaplike eiewaardes nie as en slegs as A Lyapunov regulier is. Nou volg
uit Stelling 5.29 dat die oplossing S12 vir die vergelyking

H
Siade_(ay = (—Je (a) S12 = Ki2
uniek is. Hiermee is die stelling bewys. O
Die volgende lemma is saamgestel uit inligting verkry vanuit die bespreking op bl. 300 in [15].

Lemma 5.30. Neem A € R™™"™ waar A diagonaliseerbaar en Lyapunov regulier is, met eiewaardes
N € Cuirl <i<mn. Laat A = Tdiag(\1,...,\n)T~ Y, met T € GL(n,C). Vir enige K € P,
bestaan S (K) wit een matriks wat gegee word deur

1
S=(TYH[Lao(TEKT)IT™  waar [Lalij == , virl <i,5 <n.
i + /\j

Dus vol
’ S(A) = {(T"HYH[Lao (THKT)T ' : K €P,}.

Bewys. Aangesien A diagonaliseerbaar is, volg A = TAT ! met T € GL(n,C) en A = diag(\1, ..., A\y).
Veronderstel S € S4(K). Dan

K = SA+A"S=8(TATY) +(TAT HHS,  asook
THKT = (THST)A + A (THST).

Laat [THST}M =ri;, vir 1 <4,j <n. Ons sien dat

[THKTL‘J' = [(THST)A + AH(THST)]Z']' = Tij>\j + Xﬂ“ij = (XZ + )\j)rij = ()\7@ + /\j)[THST]Z‘j.
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Aangesien A Lyapunov regulier is, bestaan die matriks

1

L ] = = ;
[A}J )\i+>\j

1<i,j<n.

Nou volg THST = Ly o (THKT). Hieruit kry ons S = (TY)H[L o (T KT)]T~!, waaruit ons
maklik aflei dat S Hermities is. Omdat S egter reéel is, volg dit dat S = (T~ H[Lao (THKT)|T~!
simmetries is. O

Ons kyk na spesiale gevalle van Lemma 5.30. In die geval waar A € R™*" 'n Lyapunov reguliere
diagonaalmatriks is, sé¢ A = diag(A1, ..., Ay), volg vir K = [kw];zllz € P, dat S € Sz(K) gegee
word deur S = L4 o K. Dus vir

iy 1<i,j<n.

‘:17"'7
S = lsyli—i NN =
4 J

yeeey T

volg

Nog 'n spesiale geval waarna ons kyk is die matriks A € R?*? waar A = C(a,b) soos in Afdeling
3.5. Ons weet dat A = RD(A\)R™!, waar A = a +ib, met R en D()) soos in Afdeling 3.5. Dus A
is diagonaliseerbaar oor C. Ons wys dat vir K = [k;;] € Py volg dat S € So(K) wel reéel is. Ons
sien dit vanuit

S= (R MHY[L(A) o (R"KR)|R™!

k11+koo + (k11 —ko2)a+2k12b 2ki12a—(k11—k22)b
_ 4a 4(a?+b?) 4(a?+b2) €S
- lega—(kll—kgg)b k11+koo _ (kll_k22)a+2kl2b 2-
4(a2+b?) 4a 4(a2+b2)

Die volgende stelling is die tweede hoofresultaat van die afdeling. Die motivering vir die resultaat
is dat die versameling S(A) eenvoudiger is om te bepaal as S(A).

Stelling 5.31 ([7], Proposisie 5). Vir A,B € R™"™ waar A en B Lyapunov requlier is, is die
volgende ekwivalent

(i) S(A) € S(B),
(ii) S(A) C S(B).
In dié geval kan ons dus A < B wvoorstel met S(A) C S(B).

Vanuit die Inersie Stelling sien ons dat as S(A) C S(B) dan sal In(A) = In(S) vir elke S € S(A)
en gevolglik ook In(S) = In(B). Dus impliseer S(A) C S(B) dat In(A) = In(B).
Vervolgens definieer ons die Lyapunov operator, wat ons benodig om Stelling 5.31 te kan bewys.

Definisie 5.32. Vir A € R™*" definieer ons die Lyapunov operator £4 : S,, — S, as die lineére
afbeelding £4(S) := SA + A7 S.

Aangesien £4 'n lineére afbeelding op 'n eindig dimensionele, genormeerde ruimte is, volg dit
dat £4 kontinu is. In die geval waar 221 bestaan sal dit ook kontinu wees, aangesien 221 ook
'n lineére afbeelding is. Ons weet reeds uit Stelling 5.28 onder watter voorwaardes 221 bestaan,
aangesien ons vanuit Stelling 5.28 weet dat £ bijektief is as en slegs as A Lyapunov regulier is.
Dus kry ons die volgende resultaat.
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Gevolg 5.33. Vir A € R™*" bestaan 221 as en slegs as A Lyapunov requlier is.

Die oplossingsversamelings van die Lyapunov ongelykhede kan in die geval waar A € R™*"
Lyapunov regulier is dus ook voorgestel word met

L' (P,) :={S€S,: SA+A”S € P,} =S(A) en £;'(P,):={S€S,:SA+ATS cP,} = S(A).

Ons maak gebruik van die Lyapunov operator se eienskappe om die volgende resultaat te bewys,
waarna ons Stelling 5.31 kan bewys.

Lemma 5.34. Neem A € R™"™ waar A Lyapunov requlier is. Die versameling S(A) is oop en die
konvekse keél S(A) is die afsluiting van S(A).

Bewys. Ons weet vanuit Gevolg 5.33 dat 2;1 bestaan, aangesien A Lyapunov regulier is. Vanuit
die feit dat £;' kontinu is en P, 'n oop versameling is, volg dat £,(P,) = S(A) ook 'n oop
versameling is. Soortgelyk, vanuit £,(P,) = S(A) en die feit dat die versameling P,, geslote is,
volg dat die konvekse keél S(A) geslote is.

Uit die feit dat P, die topologiese afsluiting van P,, is, volg dat £, (P,,) = S(A) die afsluiting
van £, (P,) = S(A4) is. O

Bewys van Stelling 5.31. Veronderstel S(A) C S(B). Dan volg S(A) C S(B) omdat S(A4) C S(A).
Hieruit en vanuit die feit dat 2;1 en £E,1 bestaan aangesien beide A en B Lyapunov regulier is,
volgens Gevolg 5.33, volg nou £,(P,) C £5'(P,), oftewel £5 (2;11([["”)) CP,.

Ons wys deur middel van 'n teenstrydigheid dat £p (SZI(IF’H)) CP, Neem K €P,, QcP,
waar @ ¢ P, en veronderstel £5 (£,'(K)) = Q. Vanuit ons keuse vir @ volg Ny # {0,},
aangesien ons weet P, bestaan uit die nie-singuliere matrikse in P,. Neem 0, # v € Ny en
definieer M := vvl € S,,. Nou volg vir elke § < 0 dat Q +JM ¢ P,,. Verder, deur gebruik te maak
van die lineariteit van die operatore £4 en Sgl, sien ons

L4 (L51(Q +0M)) = €4 (£51(Q)) + €4 (£5'(0M)) = K +6€4 (£5'(M)) .

Aangesien P,, 'n oop versameling is, weet ons vir |§| klein genoeg volg K + 6£4 (Sgl(M)) € P,.

Maar vanuit ons aanname, wat impliseer dat £p (SZI(Pn)) C P, volg nou

£ (25" (K +324 (S5 (M) = £5 (231 (K)) + L5 (25" (524 (£5'(M))))
=Q+0Lp (£, (€4 (€51 (M)))) = Q + 6M € Py,

vir |6 klein genoeg. Dit lewer 'n teenstryd op aangesien ons keuse vir M sodanig is dat Q+JM ¢ P,
vir alle § < 0. Hieruit volg dus dat £p (QZI(IP’”)) C P,, oftewel 2;11(]?”) C 2791 (P,,). Hiermee sien
ons as S(A) C S(B), dan ook S(A) C S(B).

Veronderstel S(A4) C S(B). Dan volg S(A) C S(B) omdat S(B) C S(B). Aangesien ons vanuit
Lemma 5.34 weet die konvekse keél S(B) is geslote en dat S(A) die afsluiting is van S(A), volg uit
S(A) C S(B) ook S(A) C S(B). Hiermee sien ons as S(A) C S(B), dan ook S(A) C S(B). O

Lemma 5.35. Neem A € R™™" waar A = diag(A1, ..., A\n) met E4(A) =n. Dan volg B € €2(A) N
{A}g as en slegs as B = diag(01, ...,0n) met §; = 0; indien \j = X\j, 1 <i,j < n en E4(B) =n,
sowel as

LaB+BAL,cP,,

met L4 soos in Lemma 5.17.
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Bewys. Neem B € %e(A) N {A}§. Dan volg vanuit Stelling 4.2 vir F = R dat B = ¢(A) vir 'n
g € Riz]. Dus B = diag(q(A1),-..,q(A\)) = diag(dy,...,0,) met g(A;) =: 6; € Rvir 1 < ¢ < n.
Ons sien hieruit dat §; = §; indien \; = A; vir 1 < i,j < n. Ons weet vanuit S(A) C S(B) volg
S(A) C S(B) en vir S € S(A) volg uit Stelling 5.8 dat In(S) = In(A). Dus S € P,,. Ons wys dat
vanuit S(A) C S(B) en die feit dat B reguliere inersie het, weet ons £, (B) = n. Laat 2;, 1 <i < n,
die eievektore van B wees, dus Bx; = §;z;. Neem S € S(A), dan volg vanuit S(A) C S(B) dat
SB+ BHS € P,. Dus volg 2(SB + BH S)x; > 0 vir alle x;. Hieruit sien ons

0 <z(SB+ BHS)x; = 2 S(Bx;) + (x7 BH)Sx; = x.S(5;;) + 0327 (Sxy)
= 6;(xf Sxy) + 0i(xH Say) = (8; + 0;)(xF Say) = 26;(xF Sa;).
Aangesien S € P, weet ons le Sx; > 0 vir alle ;. Gevolglik moet 20; > 0 vir 1 < i < n. Maar
B € €¢(A) het reguliere inersie, dus d; # 0 vir 1 < i < n. Hieruit volg £, (B) = n.
Vervolgens wys ons LyaB+B" L, € P,. Uit £, (A) =nen &, (B) = nvolg dat A en B Lyapunov

regulier is. Dus weet ons vanuit Stelling 5.31 dat S(A) C S(B) ekwivalent is aan S(A) C S(B).
Neem S € S4(K) vir 'n vaste K € P,,. Vanuit Lemma 5.17 weet ons S = K o L4. Dus

(KoLs)B+ B (KoL) eP,.
Aangesien B 'n diagonaalmatriks is, volg uit Lemma 3.20 dat
Ko(LuB)+ Ko (B"Ls)=(KoLa)B+B"(KoLy)€P,.
Die Hadamard produk is distributief, gevolglik
Ko (LaB+BYLA) =Ko(LaB)+ Ko (BYL,) €P,.
Aangesien dit vanuit K o (LAB + BHLA) € P, vir elke vaste K € P, volg dat
e’ (Ko (LaB+B"Ly))e>0, waar e’ =[1,..,1] € R",

volg uit Lemma 3.22 dat LyB + B¥ L, € P,. Hiermee is die een rigting bewys.

Vir die omgekeerde, veronderstel B € R"*" waar B = diag(dq,...,0,) met 6; = J; indien
Xi=Aj,1<i,j<nen&{(B)=n,sowel as LyB+ BH L4 € P,. Ons maak gebruik van Lagrange
se interpolasieformule om te weet daar bestaan 'n p € R[z| s6 dat p(A) = B. Matrikse en Lagrange
interpolasie word bespreek op bl 29 van [14]. Uit Lagrange se interpolasieformule volg dat vir
Ai,0; € R 'n polinoom p € Rlz] bestaan, s6 dat p(\;) = §; vir alle 1 < i < n, waar ¢; = J; indien
Xi = Aj, 1 <4,j <n. Gevolglik weet ons B € {A}} vanuit Stelling 4.2 vir F = R.

Laastens wys ons dat uit £ (B) = n en LyB + BEL4 € P, volg B € 6¢(A). Ons weet uit
Stelling 3.21 dat as LyB 4+ B¥L, € P,, dan K o (LaB+ B”L,) € P, vir alle K € P,,. Die
Hadamard produk is distributief. Daarom volg

Ko(LaB)+ Ko (B"La) =Ko (LaB+ B"L,) €P,.
Ons gebruik weer Lemma 3.20, waaruit volg
(KoLa)B+B"(KoLs)=Ko(LaB)+ Ko (B"Ls)€P,.

Aangesien ons uit Lemma 5.17 weet S(A) = {KoL, : K € P,}, sien ons vir S € S(A) volg S € S(B)
vir elke vaste K € P,. Aangesien beide A en B Lyapunov regulier is, weet ons uit Stelling 5.31
dat S(A) C S(B) ekwivalent is aan S(A) C S(B). Hieruit volg B € $¢(A) en dus is bewys dat
B e Ce(A) N {A}g. O
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Gevolg 5.36. Neem A € R™"™ waar A = diag(\i, ..., \,) met E_(A) =n. Dan volg B € €¢(A) N
{A}g as en slegs as B = diag(0u, ...,0,) met §; = 0; indien \j = Xj, 1 <i,j <n en E_(B) =n,
sowel as

LuB+BiL, eP,,

met L4 soos in Lemma 5.17.

'n Probleem wat opduik wanneer ons bostaande lemma en gevolg vir die diagonaliseerbare geval
probeer doen, deur van Lemma 5.30 gebruik te maak, is dat vir K € P,, en T" € GL(n,C) lewer
THKT nie al die komplekse, positief definiete matrikse op nie. Gevolglik kan ons nie 'n komplekse
weergawe van Lemma 3.22 in hierdie geval toepas nie.

Ons vermoed die volgende is waar. Die resultaat is in [7] sonder bewys genoem, terwyl daar na
'n ander ongepubliseerde bron verwys is.

Vermoede 5.37. Vir alle A € R"*™ met A Lyapunov regulier, volg € (A) = €c(A) N {A}g.

Aangesien ons in Stelling 5.22(4i) reeds bewys het €' (A) C €¢(A) N {A}} as A reguliere inersie
het, hoef ons net te wys Ge(A) N {A}g € €(A) vir A 'n Lyapunov reguliere matriks.

Ons kyk na spesiale gevalle waarvoor Vermoede 5.37 waar is.
Vir A € R™*" skryf A in sy reéle Jordan ontbinding A = PJgP~! met P € GL(n,R). Ons weet
uit Lemma 5.4 dat € (A) = P€(Jg)P~!, uit Lemma 5.23 dat €¢(A) = P6e(Jr)P~! en uit Stelling
4.17 dat {A}, = P{Jr}%P~'. Nou volg

Co(A) N{A}g = PCe(Jr) P~ N P{JR}EP ™" = P (Ce(Jr) N {Jr}k) P

Ons kan dus werk met €' (Jr) en €¢(Jr) N {Jr}g; daarom neem ons die reéle matriks A gelyk aan
sy reéle Jordan-matriks Jg in die volgende spesiale geval.

Voorbeeld 5.38. Veronderstel die Lyapunov requliere matriks A € R™ ™ word gegee deur A := A,
waar A € Ry. Ons weet dat A~ bestaan, aangesien A Lyapunov requlier is en dit impliseer dat
A # 0. Dus A™' = 11, en daarom volg ¢(A) = {7, : 7 > 0}. Neem B € €o(A) N {A}}. Vir
B € {A}} weet ons vanuit Stelling 4.2 vir F =R dat B = p(A) vir 'n polinoom p(-) oor R. Vanuit
die bewys van Stelling 4.4 weet ons R[A] = {p(A4) : deg(p(-)) < deg(ma(:))}. Ons weet vanuit
Stelling 3.35 dat Lemma 4.8 ook geld vir 'n reéle matriks A. Dus met behulp van Lemma 4.8 sien
ons ma(x) = (x — A). Gevolglik B = p(A), waar deg(p(-)) = 0. Dit wil sé B = pol,, po € R.

Ons sien dat B € € (A) as po > 0. Neem B € €a(A). Ons weet vir S € S,,, s6 dat SA+ AS €
P,, volg SB + BHS € P,. Ons sien uit SA+ A”S = 2\S dat SA + A”S € P, as S € P,,.
Dan sal SB + BfS = 2pyS € P, as en slegs as po > 0. Gevolglik is B € €(A) en dus volg
Co(A)N{A}E C € (A). Ons sien dat in die geval waar A = NI, A € Ry geld €(A) = Co(A)N{A}}.
Sou A = NI, waar A € R_, dan volg die bewys soortgelyk met €(A) = {71, : 7 < 0}.

In Hoofstuk 7 bewys ons Vermoede 5.37 vir alle moontlike gevalle van A € R2*? met A Lyapunov
regulier.
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5.5 Notas

In Afdeling 5.1 vorm Stelling 5.1 die hoofresultaat. Hierdie stelling is verkry vanuit [9], so ook
Proposisie 5.2. Die meeste ander resultate in Afdeling 5.1 is verkry vanuit [7] of [9]. Die bewyse
van hierdie resultate is eenvoudig en ontbreek daarom meestal in hierdie artikels en dus het ons dit
vir volledigheidsonthalwe ingesluit.

In Afdeling 5.2 word die hoofresultate Stelling 5.8, Stelling 5.14, Gevolg 5.15 en Stelling 5.16
verkry vanuit [12]. Verder word die eenvoudiger resultate rakende die oplossingsversamelings van
die Lyapunov ongelykhede meestal sonder bewys vanuit [7] of [9] verkry. Die bewyse is nie moeilik
nie en is vir volledigheidsonthalwe ingesluit. Laastens, Lemma 5.17 en Gevolg 5.18 is deur ons
saamgestel deur van die resultate in [12] gebruik te maak.

In Afdeling 5.3 vorm Stelling 5.22 die hoofresultaat. Alle resultate rakende die kik @¢(A) is
verkry vanuit [7]. Weereens ontbreek meeste van die bewyse van hierdie resultate in [7].

Laastens, in Afdeling 5.4 vorm Stelling 5.28 en Stelling 5.31 die twee hoofresultate. Die be-
skrywing van die oplossingsversameling S 4(K) waar A 'n diagonaliseerbare matriks is, word verkry
vanuit [15]. Hieruit kon ons Lemma 5.30 saamstel. Verder kon ons Lemma 5.35 en Gevolg 5.36
saamstel uit Lemma 5.17, van die vorige afdeling en uit Stelling 5.31. Hierdie lemma en gevolg sluit
aan by die verduideliking wat voorkom in die inleiding van [19]. Die inligting rakende die Lyapunov
operator is verkry vanuit Afdeling 4.3 in [15]. Die afdeling word afgesluit met 'n bespreking rondom
Vermoede 5.37.

6 Die kik PRO

In hierdie hoofstuk kyk ons na die klasse van onewe, reéle, rasionale funksies wat die oop-regter
halfvlak I1, in die geslote-regter halfvlak I, := II, UiR afbeeld. Ons verwys na hierdie funksies
as positiewe, onewe, reéle, rasionale funksies en dui die versameling aan met PRO. Ons begin
in Afdeling 6.1 deur te wys PRO is 'n kik. In Afdeling 6.2 bepaal ons die vorm van funksies in
PRO en sien dat elke funksie in PRO die Foster voorstelling aanneem. Ons sien ook in hierdie
afdeling dat PRQO voortgebring word deur 'n enkele element. In Afdeling 6.3 en verder kyk ons
na 'n alternatiewe metode waarvolgens ons kan wys die versameling egte funksies in PRO vorm 'n
kik en neem die Foster voorstelling aan.

6.1 Die kik van positiewe, onewe, reéle, rasionale funksies

Ons noem ’'n funksie f op C 'n reéle, rasionale funksie as dit geskryf kan word as die verhouding
van twee reéle polinome:

f(z):zé:;, met z€C en p,qeR[z],

waar p en g geen gemeenskaplike nulpunte het nie. Ons definieer

deg(f(+)) = maks {deg(p(-)), deg(q(-))} -

Ons weet 'n reéle, rasionale funksie is analities oral in die komplekse vlak behalwe by die nulpunte
van die noemer. Die nulpunte van die noemer word die pole van die funksie genoem. 'n Reéle,
rasionale funksie f het 'n pool van orde k by zy # oo as

lim (z — 20) f(2) (6.1)

Z—r20
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bestaan en nie-nul is. Die limiet (6.1) word f se residu by zp genoem. In die geval waar k = 1
word die pool zy enkelvoudig genoem. Vir 'n pool by oo geld dieselfde definisies, maar (6.1) word
vervang met

lim 2% f(2).

Z—r00

'n Reéle, rasionale funksie f word eg genoem as f(z) neig na 'n eindige limiet soos z — oo en
streng eg as f(z) — 0 soos z — oo. Dit volg dat f eg is as deg(q(-)) > deg(p(:)) en streng eg as
deg(q(+)) > deg(p(+)). Die versameling van reéle, rasionale funksies op C vorm 'n reéle algebra en
ons dui dit met R aan. Vir f € R laat D; die definisieversameling van f aandui, dit wil sé Dy is
C met die pole van f verwyder.

Definisie 6.1. Ons definieer die versameling van alle positiewe, reéle, rasionale funksies as

Definisie 6.2. Vir f € R laat f7(2) := (f(—2)). Ons sé f is ewe as f = f7 en onewe as f = —f7.
Ons definieer die versamelings van alle ewe en onewe, reéle, rasionale funksies as

RE={feR:f=f"Y en RO:={fecR:f=—f"}
Definisie 6.3. Ons definieer die versameling van alle positiewe, onewe, reéle, rasionale funksies as
PRO =PRNRO.
Ons wys nou die versamelings PR, RE, RO en PRO is kiks van R.
Lemma 6.4 ([2], Proposisie 2.2). Die versameling PR is 'n kik van R.
Bewys. Vir f,g € PR en z € I volg
Re ((f +9)(2)) = Re (f(2) + 9(2)) = Re (f(2)) + Re (9(2)) = 0,

aangesien Re (f(z)) > 0 en Re(g(2)) > 0. Dus f+ ¢ € PR en hieruit volg dat PR geslote is onder
optelling.
Vir enige a > 0, z € II; en f € PR volg

Re ((af)(2)) = Re (af(2)) = aRe (f(2)) = 0,

aangesien Re (f(z)) > 0 en a > 0. Dus af € PR en hieruit volg dat PR geslote is onder nie-
negatiewe skaling.

Aangesien elke 0 # f € R inverteerbaar is en elke 0 # f € PR geen nulpunte of pole in I1; het
nie, soos volgens items 7 en 9 op bl 133 — 134 in [5], volg vir 0 # f € PR en z € 11 dat

ke (7)) =1e (75) = 3 (f(1Z) +<f<1>>> 3 (f(12) ’ f(1)> =3 (W)

()

£ (2)[?
aangesien Re (f(z)) > 0 en |f(2)|> > 0. Dus, % € PR en gevolglik is PR geslote onder die neem
van inverses. Hiermee is bewys dat PR 'n kik van R is. O
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Lemma 6.5 ([2]|, Proposisie 4.1). Die versamelings RE en RO is reéle deelruimtes van R, wat
geslote is onder inversie. Dus, in die besonder is RE en RO kiks van R.

Bewys. Ons bewys dat RE 'n reéle deelruimte van R is, wat geslote is onder inversie. Op 'n
soortgelyke wyse kan bewys word dat dieselfde vir RO geld. Ons begin deur te wys dat vir
f,g € R geld (f +g)" = f# + ¢g”. Om dit te sien, neem z € C, dan

(f+97 () = (F+9)(=32) = (f(=2) + 9(—2)) = f(=2) + 9(—2) = [7(2) + g7 (2).
Dan geld in die besonder vir f,g € RE dat

(f+g)=f+g=ft+g"=(f+9"

Dus f + g € RE en hiermee is bewys dat RE geslote is onder optelling.
Vervolgens wys ons dat (8f)* = Bf# vir € Ren f € R. Om dit te sien, neem z € C, dan

(B (2) = (BF)(=2) = B [(=2) = BS"(2).

Dus, vir f € RE volg (Bf)* = Bf” = Bf. Hieruit sien ons dat RE nie alleenlik net geslote is
onder nie-negatiewe skaling en gevolglik 'n konvekse keél van R is nie, maar ook dat RE 'n reéle
deelruimte van R is.

Laastens, om te bewys dat RE geslote is onder die neem van inverses, neem 0 # f € RE waar
flz) = Z((g, met z € C en n,d € R[z]. Vanuit f(z) = f#(2) volg

= oftewel  n(2)d"(z) = n¥(2)d(z).

<1>( ) 1 dz) d¥(2) 1 <1>#()

— Z —_— P = = = - Z .

f fz) n(z) n#(z)  fH(z) \f

Hieruit volg dat 1 € RE en gevolglik is RE geslote onder die neem van inverses. Hiermee is bewys
dat die versameling RE 'n reéle deelruimte van R is, wat geslote is onder inersie. O

Dus

Gevolg 6.6 ([8], Waarneming 4.2.1). Die versameling PRO is 'n kik van R.

Bewys. Ons weet uit Lemma 6.4 en Lemma 6.5 dat beide versamelings PR en RO kiks van R is.
Uit Lemma 2.7 weet ons die snyding van kiks is weer 'n kik. Dus is PRNRO = PRO ’n kik van
R. O]

Lemma 6.7. Dit volg dat R = RE ® RO, waar & 'n direkte som aandus.
Bewys. Dit is duidelik dat elke f € R geskryf kan word as

f = fre + fro, waar fR5=%<f+f#>eR€ en fR@:%<f—f#)eR(’).

Ons bewys dat bostaande ontbinding uniek is, in die sin dat sou f = f; + fo met f; € RE en
fo € RO, dan geld f1 = fre en fo = fro. Om dit te sien, veronderstel f € R waar f = f1 + fo
met f1 € RE en fo € RO. Aangesien elke f € R geskryf kan word as f = fre + fro, volg

Ire + fro = f1 + f2, oftewel fre— f1 = fo— fro-
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Verder volg fre — f1 € RE en fo — fro € RO omdat RE en RO reéle deelruimtes van R is volgens
Lemma 6.5. Vir enige g € RE N RO volg —g = g7 = g, dus moet ¢ die nulfunksie wees. Hieruit
weet ons RE NRO = {0} en daarom volg fre — f1 = 0 = fo — fro. Hiermee is die uniekheid
bewys. Gevolglik sien ons dat ons enige reéle, rasionale funksie f uniek kan skryf as die som van
sy ewe deel fre en sy onewe deel fro. Dus, R = RE @ RO. O

Voorbeeld 6.8. Beskou die funksie f,p(z) := az%rb eER,virzeC ena,b>0 waar a+b > 0.
Ons begin deur te wys dat fqp slegs pole op iR U {oo} het en elke pool enkelvoudig is, asook dat die
residu by elke pool positief en reéel is. Veronderstel eers a,b # 0, dan volg

z z
fa,b(z) = b = ) en

D () (o)

. ( . \/3 ) _ 2 +iy/t 1
lim z2Fi\/ = | fap(z) = lim = =50
s ‘ i/t a <Z - 1\/;> ’ (ﬂi\/g) a

Hieruit sien ons dat f,p, waar a,b > 0, enkelvoudige pole :I:i\/g op iR het en ’'n positiewe, reéle

residu by elke pool. In die geval waar b =0 volg

z 1 . 1
fap(z) = — = en  lim 2fa0(2) = -

az?  az’
Hieruit sien ons dat fq 0, waar a > 0, 'n enkelvoudige pool 0 op iR het en 'n positiewe, reéle residu
by hierdie pool. Laastens, in die geval waar a = 0 volg

z 1 1 1

- - lim - -
0Zrp 5 o m Cfo() =4

fO,b(z)

Hieruit sien ons dat fyp, waar b > 0, 'n enkelvoudige pool oo op iR U {oco} het en 'n posiewe, reéle
residu by hierdie pool.
Vervolgens wys ons dat fqp, € RO. Dit volg uit

C3)__ = B = = - = —fap(2).
a(=2)2+b  a(=22+b a(-2)(-2)+b a(-2)(=2)+b a2+ ’

ffb(z) =

Verder volg ook

_ -2 - 2
Re(fap(2)) = %(fa,b(z) + fap(2)) = % <a22z+ Pt a222+ b> _ % (z(az J‘rabz)irzb(’a; + b))

1 alz|?(z+2) + b(z+2)\ _ alz|*Re(z) + bRe(2)
2 laz? + b|? N laz? + b|?

Uit bostaande sien ons dat vir z € 11y wolg Re (fap(2)) > 0. Dus fo, € PR. Hieruit weet ons
fap € PRO wvir a,b > 0 waar a +b > 0.
Ons weet dus nou ook

i L e pro.

z
fo1(2) = ———=2€PRO en fiolz)= 250" 4

022 +1
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Laat foo := fo,1. Dan f1o = f%oo en
z 1 1

a2 +b az+g B afoo(z)—i-bf%.o(z)'

fa,b(z) =

Ons sien in Afdeling 6.2 dat funksies van die vorm fg 4, vir a,b > 0 en a +b > 0, die boublokke
is vir funksies in PRO en dat PRO = € (fx)-

6.2 Die Foster realisasiestelling en die voortbringer van PRO
Die volgende eienskappe is bekend vir enige f € PR, sien Hoofstuk 5.2 in [5]:

(i) Alle pole en nulpunte van f kom voor op II_ UiR.

i)
(ii) Die pole en nulpunte van f op iR is enkelvoudig.
(iii) Die pole van f op iR het 'n positiewe, reéle residu.
)

(iv) Die aantal nulpunte en pole van f verskil op die meeste met 1.
Merk op dat die funksies in PRO slegs pole op iR kan hé, aangesien f € PRO gedefinieer moet
wees vir z € 11} asook vir —z € II_. Dus moet f € PRO analities wees op II; UII_. Nou volg uit

die bostaande eienskappe van 'n funksie in PR, dat vir enige f € PRO geld:
(v) Alle pole en nulpunte van f kom voor op iR U {co}.

(vi) Al die pole en nulpunte van f is enkelvoudig.

(vii) Die pole van f het 'n positiewe, reéle residu.

Stelling 6.9 ([5], Item 14 - Bl 135). Elke 0 # f € PRO neem die Foster voorstelling aan. Dit wil
sé

k
b
PRO ={0} U f: f(z) =apz+ ;0 + Zfaj,bj(z), met ag,bp >0 en aj,b; >0 5. (6.2)
j=1

Bewys. Neem f € PRO. Ons weet al die pole van f is enkelvoudig en kom voor op iR U {oc}.
Aangesien f 'n reéle funksie is, weet ons die pole van f, uitgesluit die moontlike enkelvoudige pool
by 0 of co, kom in toegevoegde pare voor. Veronderstel £i\;, 1 < j < k, is hierdie pole van f.
Die residue van elke toegevoegde paar pole, kom ook in 'n toegevoegde paar voor. Aangesien die
residue reéel is, weet ons elke toegevoegde paar residue is dieselfde. Dus laat h; > 0,1 < j < k,
die residu van elke toegevoegde paar pole van f wees, met ho, > 0 die moontlike residu by oo en
hg > 0 die moontlike residu by 0. Vanuit

hj hj thz

. + - = )
(z=1X;)  (z+1N) 24N

en die feit dat elke pool van f enkelvoudig is, weet ons die parsiéle breuk ontbinding van f lyk soos
volg:

h koohz h b 1 ;
0 Z j 0 E : — |
f(Z) = hooZ + 7 + 22—’_7])\2 = hOOZ + ? + fajﬂj? waar Q1= 2h] > 07 B] = 2],‘1/7] > 0.
j=1 J j=1
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Hieruit weet ons
k
bo
PRO C{0}U f: f(z) =aoz + — + > fayp;(2), met ag,by >0 en aj,b; >0
j=1

Die omgekeerde insluiting volg uit die feit dat PRO 'n kik is en f,, € PRO, vir enige a,b > 0
waar a + b > 0. Gevolglik kry ons (6.2). O

Stelling 6.10 ([8], Waarneming 5.1.1). Die kik PRO word voortgebring deur foo. Dus € (fs) =
PRO.

Bewys. Ons weet reeds uit Afdeling 6.1 dat foo € PRO en dat PRO ’'n kik is. Hieruit volg
% (fx) € PRO.
Ons wys nou PRO C € (foo). Ons weet uit Stelling 6.9 dat elke f € PRO soos volg lyk

k
b
f(z) =apz+ ;O + Zfaj,aj(z), waar ag,bp >0 en aj;,b; >0.
j=1

Ons hoef dus net te wys fo, 5, € €(fo) Vir aj,b; > 0, aangesien ons weet ag foo, %)o € €(f)
vir ag,bp > 0, asook dat €'(fs) geslote is onder optelling. Aangesien a;,b; > 0 vir elke j, weet

ons dat a;foo(2) + f:i?z) = ajz + % € ¢(fx) en dat (ajz + bj) bestaan vir elke j. Dus volg

-1
Jajp;(2) = (ajz + b;’) € € (fxo), vir elke j, aangesien € (f) geslote is onder inversie. Hieruit
sien ons PRO C € (fo). Dus, €(fx) = PRO. O

Gevolg 6.11 ([8], Stelling 5.2.1(ii)). Die kik € (fs) het die volgende vorm
k
bo
€ (foo) = {0} U F1 f(2) = a0z + > + > fayn,(2), met ag,bo >0 en aj,b; >0
j=1

Alhoewel dit eenvoudig is om te wys dat die versameling (6.2) 'n konvekse keél is, is dit nie
eenvouding om met direkte berekeninge te wys dat die versameling geslote is onder die neem van
inverses nie. In Lemma 6.12 wys ons deur middel van 'n direkte berekening dat dit wel die geval is
vir die som van twee boublokke f, .

Lemma 6.12. Vira;,b; > 0 waar a; +b; >0, i = 1,2, volg

1 1 b1b
= + f5 met a:= a2 =12

faroy + fasbs  fap ai +a’ b+ by
5 ,:(al + ag)?(by + by) en e (a1 + ag)(by + bo)?
' (a1bg — agby)? ' (a1by — agh1)?

Dus, in die besonder volg

1 1
= + fory = for + frg+ fo-
fahbl + faz,b2 fa,ﬂ 7 0.2 70 v
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Bewys. Neem z € C, dan

1 _ 1 - 1 1 (a12® + by)(a22® + bo)
- - 2 2 - 2 2
Jar: (2) + fazo(2) a122z+b1 + a2222+b2 Z(((ljfz;r—fil);zi??j—;;l))l) z (a22® + b2) + (@12 + b1)

B 1(11&224 + a1b222 + a2b122 + b1bgy
oz (a1 + ag)2? + (b1 + bz)

Stel dit gelyk aan
X Y 1X(a1+a2)22+X(bl+bg)—|—Yz
J— + = - B Hlet
z (a1 +a)2?2 4 (b1 +b2) =z (a1 + a2)z? + (b1 + b2)

X=x9+z12+ T92° + vy Y =yo+y12+ y2z2 + ..., waar x;,y; >0 vir alle .

Dus
a1a224 + a1b2z2 + a2b122 +biby = X (a1 + az) Z2 + X (bl + bg) +Yz.

Ons sien vanuit
biby + (a1by + agby) 22 + (araz) 2% = (b1 + ba) xo + ((by + bo) 21 + 10) 2
+ ((b1 + b2) 22 + y1 + (a1 + az) zo) 22
+ (b1 + ba) x3 + y2 + (a1 + ag) x1) 2°
+ (b1 + b2) x4 + y3 + (a1 + az) x2) 2* + ..,

by b22 . Verder volg

dat T1,Y0, T3,Y2, T4 = 0 en Lo = b1+b

b1b
(b1 + bg)xg +uy1 + (a1 + ag)xo = (bl + bg)xg +u1 + (a1 + az)b :_21) = a1bsy + asby, asook
1 2
Y3 + (al + ag)xg = aias.
Kies y3 = 0. Dan, x5 = % en
(a1 + az)biby (b1 + b2)aras
— arby + aghy — -
Y1 = @102 + a201 by + by a1 + a
_ (a1b2 + agbl)(bl + bz)(al + ag) — (al + a2)2b1l)2 — (bl + b2)2a1a2 _ (albg — a2b1)2
(bl + bQ)(CLl + az) (bl -+ bg)(al + ag).
Dus
b1b aia 2 (a1b2—agby)?
5 n Y B b11+g2 + <a11+§2) z ((bl-l&-b22)(a21-|1—a2)> z
z (a1 +ag)2? + (b1 + ba) z (a1 + az)z? + (b1 + bo)
b1b aia
- b11+§2 + <a11+¢§2> 22 n z
B z (w) 22 4 larag)(birby)?”
(a1b2—a2b1)? (a1b2—a2b1)?

Hieruit sien ons

! L b1b
= (2) + f54(2), met o«:= aiaz . 0102

fal,b1 (Z) + fag,bz (Z) foc,ﬁ ai + CLQ7 o bl + bQ7
5= (a1 + a2)* (b1 + by) o o (a1 + ag)(by + bo)?
' (a1bg — agby)? ’ (a1bs — asgby)?
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6.3 Rasionale matriksfunksies en algemene realisasieteorie

In Hoofstuk 5 in [18] word 'n alternatiewe metode bespreek waarvolgens ons kan wys dat die

versameling egte funksies in PRO 'n kik vorm en dat elke egte f € PRO die Foster voorstelling

aanneem. Hierdie alternatiewe metode maak gebruik van reéle, rasionale matriksfunksies, asook

van realisasieteorie resultate. Ons bespreek vervolgens alle definisies en resultate wat benodig word.
'n p x m Matrikswaardige funksie

fu(z) oo fim(2)
W)= :
for(2) - fom(2)

word 'n reéle, rasionale matriksfunksie genoem as elke inskrywing van W uit R kom. Ons dui die
reéle algebra van al sodanige matrikse met Ry, aan. In die geval waar elke inskrywing van W egte
of streng egte, rasionale funksies uit R is, word W 'n egte of streng egte, rasionale matriksfunksie
genoem.

Vervolgens bespreek ons oordragfunksies van diskrete tyd stelsels. Hierdie oordragfunksies is
reéle, rasionale matriksfunksies. Ons begin met 'n kort inleiding waarin ons sekere basiese begrippe
van realisasieteorie herroep. Daarna volg die resultate wat later in die hoofstuk benodig word.
Hierdie resultate word sonder bewyse gegee, maar met volledige verwysings. Die volgende inleiding
is verkry vanuit [13]. Sien ook [13] vir ontbrekende inligting.

'n Dinamiese stelsel word gekenmerk deur 'n versameling stelsel veranderlikes en hul interver-
wantskap oor tyd T. Ons beskou stelsels wat ontwikkel in diskrete tyd, 7' = Z. Vir 'n inset-uitset
stelsel is daar twee tipes veranderlikes nl. insette, wat vrylik gekies kan word, en uitsette, wat
bepaal word deur die keuse van insette. 'n Stelsel word dan gesien as 'n meganisme wat die wyse
waarop die uitsette afhanklik is van die insette bepaal. 'n Stelsel word lineér genoem wanneer die
inset-uitset afbeelding 'n lineére transformasie is. 'n Inset-uitset afbeelding F' van 'n stelsel het 'n
toestandsruimte voorstelling as die aksie F'u = y deur 'n stelsel vergelykings van die volgende vorm
beskryf kan word:

xz(t+1) = Az(t) + Bu(t), t=0,1,2,..,
y(t) = Cx(t) + Du(t), (6.3)
z(0) = 0.

Ons aanvaar die stelsel is in rus vir ¢ < 0. Dus is die uitset y(¢) = 0, die inset u(t) =0 en z(t) =0
vir t < 0. Die veranderlike x(¢) som die vroeére inligting op wat relevant is vir die toekoms, daarom
word x die toestandsveranderlike genoem. Verder word A € R™*" die oorgangstoestand matriks ge-
noem en R" die toestandsruimte. Die matriks B € R™™ word die inset matriks genoem, C' € RP*"
die witset matriks en D € RP*™ die witwendige matriks. Die viertal (A, B, C, D) word ’'n realisasie
van die stelsel, wat deur die toestandsruimte model (6.3) beskryf word, genoem. Realisasies is nie
uniek nie. 'n Realisasie van 'n stelsel word minimaal genoem as dit die realisasie is met die kleinste
moontlike toestandsruimte dimensie (gegee deur die grootte van A). Die verwantskap tussen die
oorsaak en gevolg verhouding van die uitset en inset van ’n stelsel, word gegee deur 'n oordrag-
funksie. Die toestandsruimte model (6.3) beskryf die inset-uitset afbeelding van 'n lineére stelsel
met oordragfunksie
G(z)=D+C (2L, — A ' B € Rysm.

Proposisie 6.13 ([13], Proposisie 2.3.2). Die oordragfunksie van die stelsel wat beskryf word deur
die toestandsruimte model (6.3) is 'n egte funksie in Rpxm.
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Omgekeerd, elke stelsel met 'n egte, reéle, rasionale matriks-oordragfunksie het 'n toestands-
ruimte voorstelling. Daarom kry ons die volgende stelling.

Stelling 6.14 ([13], Proposisie 2.3.3). Die inset-uitset afbeelding van ’n lineére stelsel neem ’n
toestandsruimte voorstelling aan as en slegs as die stelsel 'n oordragfunksie het wat reéel, rasionaal
en eg 1s.

Vir A e R B € R"™™ en C € RP*" laat

W = [C CA ... cA1]"

en Wy, = [B AB ... A”’IB] ) (6.4)

Definisie 6.15 ([13], Stelling 3.1.1). 'n Realisasie (A4, B, C, D) word beheerbaar genoem as rank(We,) =
n.

Die beheerbaarheid van 'n realisasie (A, B,C, D) is onafhanklik van die matrikse C' en D en
daarom sé ons ook die paar (A4, B) is beheerbaar.

Definisie 6.16 ([13], Stelling 3.2.1). 'n Realisasie (A4, B,C,D) word waarneembaar genoem as
rank(Wops) = n.

Die voorwaarde vir waarneembaarheid betrek nie die matrikse B en D nie, daarom sé ons ook
die paar (A, C) is waarneembaar wanneer die realisasie (A, B, C, D) waarneembaar is.
In [13] word meer beskrywende definisies vir beheerbaarheid en waarneembaarheid gegee.

Lemma 6.17. Vir A € R™" en B € R"™™ "™ laat (A, B) 'n beheerbare paar wees en Q C C 'n
nie-leé oop versameling waar vir elke z € Q volg ||A|| < |z|, met || - || enige matriksnorm. Dan volg

span {(zln — A 'Bu:zeQ, ue (Cm} =C". (6.5)

Bewys. Veronderstel (6.5) geld nie. Dan volg uit die feit dat 'n versameling vektore 'n vektorruimte
in geheel onderspan as en slegs as nul die enigste vektor is wat ortogonaal is op al die vektore
in die versameling, dat daar 'n vektor 0, # x € C™ bestaan sodanig dat x ortogonaal is op

elke vektor in span{(z[n —A)f1 Bu:z€Q, ue Cm}. Dus, vir elke z € Q en u € C™ volg

a2 (21, — A)~' Bu = 0. Uit Gevolg 5.6.16 in [14] weet ons vir enige matriksnorm || - || volg in die
geval waar ||A|| < |z|, dat (zI,, — A) nie-singulier is en (21, — A) "' = POt Z%Akfl. Hieruit weet
ons dus

oo
1
0=a (21, — A7 Bu= E —kaAk_lBu virelke z€Q en ueC™
z
k=1

Omdat die nulfunksie die enigste analitiese funksie is wat 'n konvergente ry nulpunte in sy domein
kan hé, lei ons af dat

tH A 1By =0, virelke k>1 en ueC™. (6.6)

Hieruit volg dus dat 27 ortogonaal is op A*~1Bu vir elke k > 1 en v € C™. Gevolglik is 2 in
die besonder ortogonaal op die versameling { > A7 Bu; s u; € ]Rm}. Ons wys nou dat hierdie
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versameling gelyk is aan die beeld van We,, aangedui met Ry ,,,, soos gedefinieer in Afdeling 3.1.
Ons weet dat

U1
Rw.,, = {Werd:w € R"™}, waar @=|: |, met uw, € R™ vir 1<i<n.

Un

Hieruit volg

Rw... = {Z AT Bu; ;€ Rm} .

i=1
Dus 2 € RW# , waar RW% die versameling vektore aandui wat ortogonaal is op Ryy,,.. Nou volg

uit die feit dat dim Ry, + dim Ry, = n, dat dim Ry, = rank(We,) # n. Aangesien hierdie
teenstrydig is met ons aanname dat die paar (A, B) beheerbaar is, volg dit dat (6.5) geld. O

Stelling 6.18 ([12], Stelling 19.1). Laat W ’n egte funksie in Rpxm wees. Dan bestaan daar n
n € N en matrikse D € RP*™, C € RP*™, A € R™*"™ en B € R™™™ sodanig dat

W(z) =D+ C (21, — A)"' B,
waar (A, B) beheerbaar is en (A, C) waarneembaar.

Stelling 6.19 ([13], Afdeling 3). 'n Realisasie (A, B,C, D) van ’n stelsel is minimaal as en slegs
as (A, B) beheerbaar is en (A, C) waarneembaar. As (A, B,C, D) nog 'n minimale realisasie is van
die stelsel, waar dim A = dim A = n, dan bestaan daar 'n unieke T' € GL(n,R) sé dat

A B] [TAT-' TB
¢ D| |cr* D
6.4 Die oordragfunksie realisasiestelling vir egte PRO matriksfunksies

Ons beskou die versameling PRO,, van egte, rasionale matriksfunksies P, van grootte p x p, wat
aan die volgende eienskappe voldoen:

(C1) Re(P(z2)) € P, vir z € 11,
(C2) —P(z) = P(—%)! vir enige z wat nie 'n pool van P is nie,
(C3) P € Ryxyp.

Ons sien uit (C1) en (C2) dat P slegs pole op iR kan hé en dus analities op II4 UII_ is. Verder
volg ook dat PRO7 ooreenstem met die versameling van egte funksies uit PRO.

Stelling 6.20. Laat P 'n p X p egte, rasionale matriksfunksie wees. Dan, P € PRO, as en slegs
as daar matrikse A € R"*" D € RP*P en B € R"*P bestaan s dat

P(z)=D+B" (21, —-A)'B en D=-DT, A=-AT

Bewys. Ons deel die bewys in vier dele.
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I: Veronderstel P € PRO,. Dus (C1) — (C3) geld. Aangesien P volgens (C3) 'n egte funksie in
Rpxp is, weet ons uit Stelling 6.18 en Stelling 6.19 dat P 'n minimale toestandsruimte realisasie

het, dit wil sé, daar bestaan 'n n € N en matrikse A € R"*" B € R*"*P, C' € RP*™ en D € RP*P g6
dat

P(z)=D+C (21, — A) ' B,

met rank(Wops) = rank(We) = n. Volgens (C2) weet ons vir enige z € C, wat nie 'n pool van P
is nie, geld

—P(z) = P(-2)", oftewel —D—C(zl,—A)"'B= (D +C((=2), — A)! B)H :
Hieruit volg
—D—C (2l — A B =BT (((-2)I - A)H)fl ¢+ D" = DT 4 BT (—z1, — A7) "' T
= DT — BT (21, + AT) ' T

Aangesien weerskante van bogenoemde uitdrukking 'n minimale realisasie van —P is, weet ons
vanuit Stelling 6.19 dat daar 'n unieke S € GL(n,R) bestaan, s6 dat

SAS ™t =—-AT sB=c?, c¢st'=B" D=-DT.

II: Ons wys S is positief definiet. Eerstens toon ons aan dat S simmetries is. Vanuit SAS™! =
—AT volg AS™! = —S71AT en SA = —AT'S, asook

ATST = (8A)T = (-ATS)T = —ST A,

Nou volg S7187A4 = —§71ATST = AS~18T dus S~'ST kommuteer met A. Vanuit SB = C7,
CS™t =BT en C = (01T = (SB)T = BTST volg C = CS~1ST. Hieruit volg nou, vir enige
k € Z, dat

CA* = (CSs718T)Ak = cARS1ST,  dus  CAR(I, — S71ST) = Opxn. (6.7)

In die besonder volg dan
Wops (In — S7'ST) = 030 -

Aangesien W, € R("P)X" rang n het, kry ons
(I, — S*lsT) = 0pxn Oftewel S71ST =1,.

Dus sien ons dat S7 = S en gevolglik is bewys dat S simmetries is.
Voor ons aantoon dat S positief definiet is, verwys ons na Voorbeeld 5.17 in [3]. Alhoewel daar
in hierdie bron gewerk word in die bo-halfvlak {z € C : Im(z) > 0}, kan ons deur middel van 'n
transformasie hierdie resultate toepas vir die regter halfvlak II,. Vanweé hierdie transformasie na
IT; kan ons die funksie p,, in Voorbeeld 5.17, wat gedefinieer word op bl 247 in [3], vervang met
puw(z) =2 (24 ) vir z,w € II. Dus kry ons uit hierdie voorbeeld dat vir P € PRO geld dat
P(2) + P(w)#

K(z,w) = .1z z,w € 14,
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'n positiewe kern-funksie is. Dit wil sé vir enige N € N, 21,..., 2y € II; en vy, ...,vy € CF kry ons

Z v K (2, 2;) vj > 0.
ij=1

Om te sien dat S positief definiet is, neem z,w € II. Dan volg

P(z)+ Pw)! = D+DT+C(zI, — A" B+ BT (@I, — A7)
= C(z2I, - A)_l s—toT 4 o5t (w]n o AT)fl cT
= C(2ly— A (ST @I, — AT) + (21, — A) S7Y) @I, — AT) ' CT
= CGL-A) " (@+2)5 - (54T +457")) (@, - A7) ' 7
= C(zf,— A7! (@+2)S™Y) (@I, — AT)—l o7
— (24©)C (2L, — A S @I, — AT) T T,

oftewel

P(z) + P(w)"
Z24+w

Uit Lemma 6.17, toegepas op die paar (AT,C’T), wat beheerbaar is vanweé die feit dat (A, C)

waarneembaar is, weet ons vir enige u € R™ bestaan daar z1,...,zy € Il en vy, ...,uy € CP 86 dat

N
= Z (ijn — AT)il CTU]'.
j=1

Gebruik nou hierdie keuse vir z1, ..., zy € Il en vy, ...,y € CP. Dan volg

N
H
0< E U K (z,2zj)vj = E v; < lzi+§jj v;

t,j=1 t,j=1

—iV:<HC(zZI— )Slszz,I — A7) CTy)

K(zw) = = C (2D, — A S (@I, — AT) T

=1

Il
.Mz

(it —am)™! CT’UZ‘>H s ; (2510 = AT) 7 CToy) = w5 7M.

=1

Ons sien dus hieruit dat S—! positief semi-definiet is. Aangesien S~! nie-singulier is, weet ons dat
S~1 positief definiet is. Die eiewaardes van S~! is dus almal streng positief. Vanweé die feit dat
die eiewaardes van S net die inverse van die eiewaardes van S~! is, sal die eiewaardes van S ook
streng positief wees. Gevolglik is S ook positief definiet.

III: Ons weet uit Stelling 3.25 dat S unitér diagonaliseerbaar is met slegs reéle eiewaardes. Dus
S =UDUT, waar D 'n diagonaalmatriks is met die pos1tlewe reéle eiewaardes van S as inskrywings
en U € R”X” waar UT = U=, Dan sal S5 = UD3UT € R™" ook positief definiet wees. Nou

definieer ons o
A Bl [s: 0][A B][s—: o]
¢ D" |o ILJ|C Dl| o0 I
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Ons weet reeds dat DT = —D en nou volg DT = DT = —D = —D. Verder volg uit —A7 = §A45~1
dat
AT = (52457 5)T = 57354757 = —5735A457157 = —§7 A5 7 = —A.
Uit BT = CS~! volg
BT = (S:B)T =BTSz =CS 2 =C.
Vir A=S"2AS2, B=S":B, C=B7S2 en D =D volg

~
&
I
S
+
Q
N
3
|
=
L
Sy
I
wp
+
—
ol
S
[95)
N
—~
N
3
|
4
N[
N
nn
N
|
4
N[
>

Hiermee is die een rigting van die stelling bewys.

IV: Vir die omgekeerde, veronderstel daar bestaan matrikse A € R™"*", D € RP*P en B € R"*P
sé dat

P(z)=D+B" (21, —-A)'B en D=-DT, A=-4AT

Aangesien die matrikse reéel is, volg dit dat P € R,x, en gevolglik word aan (C3) voldoen. Dit
volg vanuit Stellling 3.27 dat A slegs suiwer imaginére eiewaardes het, aangesien A n reéle skeef-

simmetriese matriks is. Ons maak gebruik van Cramer se reél om te sien dat (zI, — A)~! =

%, waar die inskrywings van adj(zI, — A), wat deur verskeie kofaktore bepaal word, poli-

nome in z is. Hieruit sien ons
1

Pz) =D+ det(zI, — A)

BT adj(z1I, — A)B.
Gevolglik is die wortels van die karakteristieke polinoom det(z1I,,—A), of anders gestel die eiewaardes

van A, die pole van P. Dus het P net pole op iR en is gevolglik analities op Il UTII_. Om te sien
dat P aan (C2) voldoen, neem enige z € I14 UII_, dan volg

P(-2)f = DT 4 BT (-zI,- A") ' B=-D- BT (21, - A)"' B=—P(z).
Laastens bewys ons dat P aan (C'1) voldoen. Vir z € IL, volg
2Re(P(z)) = P(z) + P(2)%! = D+ BT (21, — A)"'B+ DT + BT ((z[n — A)’l)H B
—D+DT+ BT ((zIn - A)’1>H ((z]n — A) + (21, — A)H> (21, — A)'B
— BT <(z[n - A)’l)H (21, — A+ 2L, — AT) (21, — A) ' B
= BT ((z[n - A)’1>H (z+7%) (2L, — A)'B
= (2+72)BT <(zIn - A)’1>H (21, — A)'B

= (z+72) ((zIn — 4)! B)H (21, — A) ' B.
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Ons weet (z + Z) > 0. Vanuit die feit dat die produk van 'n matriks en sy kompleks toegevoegde
altyd positief semi-definiet is, volg 2Re(P(z)) € P, en gevolglik ook Re(P(z)) € P,. Hiermee is
bewys dat P aan (C'1) — (C3) voldoen. Dus P € PRO,,. O

6.5 Die Foster realisasiestelling vir egte PR(O matriksfunksies

In hierdie afdeling kry ons die Foster realisasiestelling, Stelling 6.9, uit die oordragfunksie realisa-
siestelling. Ons bepaal eers 'n Foster formule vir matriksfunksies in PRO,,.

Uit Stelling 6.20 weet ons vir P € PRO, bestaan daar matrikse A € R"*", D € RP*P en
B € R™*P g6 dat

P(Z) =D+ BT(ZIn - A)ilB met D = _DT7 A= _AT‘ (68)

Ons weet vanuit Stellings 6.18 en 6.19 dat ons sonder die verlies van algemeenheid kan aanneem
dat bogenoemde realisasie minimaal is. Aangesien A skeef-simmetries is, volg vanuit Stelling 3.27
dat rank(A) ewe is, sé rank(A) = 2k en

U—IAU — diag (Al’ AQ, e Ak, O(n—Qk)X(n—Qk)) , et Aj = |: 0 Oéj:|

—aj 0 (6.9)

en a; >0 vir 1<j<k, Ue€GL(nR) waar vl =u—L.
Deur A en B in (6.8) te vervang met U AU = UT AU en U” B, kan ons aanneem dat
A = diag (A1, ..., Ak, 0(n—ok)x (n—2k)) - (6.10)
Lemma 6.21. Neem P € PRO,, waar
P(z)=D+ BT (2, —A)™'B  met D=-DT A=_-AT

vir A € R™" soos in (6.10), D € RP*P en B € R™*P. Dan volg (n —2k) < p en elke eiewaarde i
van A, 1 < j <k, kom op die meeste p kere voor.

Bewys. Ontbind B soos volg;:

By
B=|"|, met B; = [Zﬂ] by €RVPvir 1 <5<k, 1=1,2, en BeRMZ>P (6.11)
k 32
B

Aangesien ons mag aanneem die realisasie is minimaal, volg vanuit die beheerbaarheid van die

A~

realisasie dat rank(W¢,) = n. Veronderstel n — 2k > p. Dan volg rank(B) < p. Ons sien vanuit

By  ABy ... AVB
Wer = [B AB ... A"'B] = B AfB A”‘ElB e R™(7)
B 0(n72k)><p <. O(ank)Xp

dat rank(We,.) = n alleenlik as rank(B) = n — 2k. Maar dit is nie moontlik wanneer n — 2k > p
geld nie. Gevolglik weet ons n — 2k < p.
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Vir die tweede deel van die lemma, veronderstel oj41 = ... = a4, =: o is 'n eiewaarde van A
wat r keer voorkom. Aangesien W, volle ry-rang het, sal dit ook die geval wees vir enige matriks
wat saamgestel word uit rye van W,y,.. Dus in die besonder volg

Bji1 AjaBjnr ... AYBjn Bjy1 AaBji1 ... AY'Bjn
2r =rank | : : =rank | : : : ,
Bjtr AjirBiwr .. AV Bja Bjir AaBjir ... AY'Bjg,
waar Ay :=Aj1=...=A4;. Uit Ai = —a?I, kry ons
_Bj+1 AaBj+1 *a2Bj+1 *OéQAaBj+1 e (*(XQ)SAOCB];H
2r =rank | : : : : ,asn=2(s+1),en
_Bj+7« AaBj+T —042Bj+7n —O[2AaBj+r NN (—042)814(13]'4,71
_Bj+1 AaBj+1 —()ész+1 —042AaBj+1 NN (—OtZ)SBj_;,_l
2r =rank | : : : : , asmn=2s+1.
_Bj+7“ AaBj—H" —Oz2Bj+T —a2AaBj+r . (—OéZ)SBj_Hn

Uit beide gevalle hierbo sien ons dat

Bjy1 AaBji Bji1 AaBjia
2r =rank | : . Aangesien : : € R volg r <p.
Bjir AaBjir Bjir AaBjir

Hiermee is bewys dat elke eiewaarde van A, oftewel elke pool van P, op die meeste p kere kan
voorkom. O

Nou volg die hoofresultaat van die afdeling.

Stelling76.22. Elke P € PRO, neem die Foster voorstelling aan, dit wil sé daar bestaan matrikse
Q,Q; € P, en R, Rj € RP*P waar R, R; skeef-simmetries is, asook 6; > 0, vir elke 1 < j <'s, s6
dat

S| 1
P(z) :Zm(sz‘f'Rj)+;Q+R. (6.12)
j=1

Bewys. Neem P € PRO,. Uit Stelling 6.20 weet ons vir P € PRO, bestaan daar matrikse
Ae R D e RPP en B € R"P 36 dat
P(z)=D+ BT (21, —A)™'B, met D=-DT A=-AT

Veronderstel rank(A) = 2k. Ons weet uit die verduideliking voor Lemma 6.21 dat ons A kan neem
s00s in (6.10) en B soos in (6.11). Dan volg

(I — A) = diag ([Z ‘al} | [Z ‘0‘2] [Z ‘O‘k] ,zfn_%) |
a1 z (6%) z g z

Hieruit sien ons

L. 1 . .17t
(ZIn - A)_l = diag <A1, AQ, ceey Ak, In—2k> y waar Aj = |: Z‘ aj:| .
z Q; z
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Uit bogenoemde en (6.11) volg

By
By
BT (21, —A)'B=[BT BY ... BY BT|(z2I,—A)'| :
By,
| B
BT
By
= (Bl BJ BF BT diag </~117/~127 7Ak7-[n—2k) :
By
| B
T A 1 ST 15
=Y BJA;B;+-B"B
j=1

Hieruit volg dat P die Foster voorstelling aanneem:

k
~ 1 A~
P(z)=D+B"(zI, - A)"'B=D+Y BTA;B; + -B"B
zZ

j=1
b 1 : a 1
_ T j L larg
7D+ZBJ (Z2+a2 [_aj Z])B]—i—ZB B
j=1 J
G 0 a 1
_ T j L L PATH
_D+Z;z2+a§BJ <z12+[_aj 0]>B]+ZB B
J:
F 1
=D BTB, + BTA.B;) + -B"B
+j222 az(z j D+ Bj A J)+Z
k
_le2+ 5 (2Q; + Rj) + -Q + R,
J

waar Q;:=BI'B;, Q=B"B, R;=BIA;B;, R=D, 1<j<k.

Aangesien die produk van 'n matriks en sy getransponeerde altyd positief semi-definiet is, volg
Q,Q; € Py, vir 1 < j < k. Ons weet reeds A en R = D is skeef-simmetries en dat «; > 0, vir
1 <j <k Uit AT = —A en (6.10) volg dan A? = —A; vir 1 <j < k. Hieruit sien ons

T
Rj = (BjA;B;)" = Bj AjB; = — (Bj A;B;) = —R;.
Dus is R, Rj € RP*P skeef-simmetries, vir 1 < j < k. O

Beskou die spesiale geval p = 1. Dan volg uit Stelling 6.22 dat Q,Q; € P; en R, R; e R
skeef-simmetries is, vir 1 < j < s. Aangesien 0 die enigste skeef-simmetriese element in R is, volg
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R=Ry=..=Ry;=0. Laat Q =: g en Q; =: ¢;, dus ¢,¢q; > 0, vir 1 < j < s. Nou volg uit (6.12)
dat

Z 2+52 (2Q; + Rj) + Q+R—7+ZZ2+62, waar ¢,q; >0, 1<j<s.
Dus sien ons uit bostaande en Stelling 6.9 dat PRO; ooreenstem met die versameling egte funksies
in PRO.

Lemma 6.23. Die versameling PRO,, is 'n kik.

Bewys. Ons begin deur te wys dat PRO,, geslote is onder optelling. Neem P P2 ¢ PROp.
Dan volg

ko

P(z)® + P(z)® = DO + 3~ (Bj(l))T APBWM 4 % (B<1>)T BY 4+ D+ 3 (B](Z)) A®B®
=1 =1
n % ( B@)])T o) j
k1+k2 T T
= (DM 4+ D®) + 3 wTym; + = ((BV) BO 4 (B?) B®),
( W p® ) 321 T (( A(l)) 5(1) (A(z)) A(z))

BWasj=1,...k AWV asj=1,..,k
WAAT %_7 _ J(Q) as j g eeey V1 en Ql] _ ~%2) asj] g eeey V1
b asj=ki+1,.... k1 + ko, AJ asj=ki1+1,....k1 + ko.

Hieruit sien ons dat P + P2 ¢ PRO, en gevolglik dat PRQO,, geslote onder optelling is.
Aangesien P = 0,x, aan (C'1) —(C3) voldoen, toon ons vervolgens aan dat PRO,, geslote m.b.t.
positiewe skaling is. Hiervoor neem A > 0 en P € PRO,. Dan

AP(2) = )\D+Zk:)\ <zBTB' + ;BT [ 0 1] B~> +2BTR
jzlzz—i—a? O R U 2
k 1 T T 0 1
DI ( (v38,)" (VAB,) +ay (VAB) [_1 0] (m@)
e

+ 1 (m;z)T (VaB).

Aangesien A reéel is, volg (AD)T = ADT = A(—D) = —(AD). Hiermee is bewys dat AP € PRO,.
Gevolglik is PRO,, geslote onder nie-negatiewe skaling.

Laastens wil ons wys dat as P € PRO, nie-singulier is in die klas van egte, rasionale ma-
triksfunksies, dan sal P! € PRO,. Dus, veronderstel P € PRO, is nie-singulier in die klas
van egte, rasionale matriksfunksies. Aangesien D die waarde van P by oo is en ons weet P
en P! is eg en het gevolglik nie 'n pool by oo nie, volg dit dat D~ bestaan. Aangesien D
skeef-simmetries is, weet ons uit Stelling 3.27 dat p dan ewe moet wees. Volgens Stelling 2.1 in
[4] geld P(z)"' = D' — D™'BT (21, — A)"'BD™', waar A = A — BD"'BT. Deur van Ge-

volg 5.6.16 in [14] gebruik te maak, lei ons vervolgens hierdie formule af en toon ook aan dat
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1 € PRO,. Uit Gevolg 5.6.16 in [14] weet ons dat as |z| > ||A]||, waar || - || enige matriksnorm
is, volg (2, — A)~' =372, zikAk_l. Bostaande formule vir P~! volg uit
P(z)P(z)"! = (D + BT (21, — A)! B) (D*l ~ D 'BT (2, — (A— BD'BT)) " BD*l)

1

— I, = B" (21, — (A= BD™'B")) " = (21, - 4)') BD™!

~ BT ((1, - 4)"' BD'B" (21, — (A- BD™'B")) ") BD™!
-1 pT 2
=1,-B7 LA BB N (LA AL ) Bp
z 22 22 z 22 28

1 A A2 1 A BD- 1BT
T - A 4 1T [ = A
(L A2 Yoo (z+ ))

22

1 A BD'BT 1 A A2
o T

BD BT ABD BT
- BT < + + > BD!

22 23

=1, BT (0,xp) BD™ ' = I,.

Soortgelyk vir P(z)"'P(z) = I,. Dit sal volg dat P~! € PRO, as D! en A skeef-simmetries is,
want dan kry ons

P(z)'=D'=D'BT (21, - A) 'BD ' =D '+ (BD )" (21, - A) "' (BD7).
Vanuit DT = —D en AT = —A volg (D) = (DT)"'=(-D)"' = -D !l en
AT = AT - B(DHYI'BT = —-A—-B(-D )BT = —(A-BD'BT) = —A.
Hiermee is bewys dat PRO,, geslote is onder die neem van inverses. Gevolglik is PRO),, 'n kik. []

6.6 Notas

Die inligting en definisies rakende reéle, rasionale funksies in Afdeling 6.1 is verkry op bl 401 van
[12] en op bl 132 van [5]. In [8] en [5] word genoem en in [2] kortliks bewys dat PR, RE, RO en
PRO kiks van R is. Dit word ook in [2] genoem dat elke funksie in R geskryf kan word as die som
van sy ewe en onewe deel. Verder word met Stelling 4.2.2 in [8] bewys dat funksies van die vorm
fap die boublokke is vir funksies in PRO, soos genoem aan die einde van Voorbeeld 6.8.

Al die inligting in Afdeling 6.2 oor die nulpunte en pole van 'n funksie in PRO volg uit [5]. Ons
formulering en bewys van Stelling 6.9 berus op inligting uit Hoofstuk 5.2 in [5]. Dit word ook in
[2] genoem en in [8] bewys dat elke funksie in PRO die Foster voorstelling aanneem. Verder volg
ook uit [8] dat PRO voortgebring word deur f,,. Laastens, in Afdeling 6.2 blyk uit Lemma 6.12,
ons eie bydrae, dat Gevolg 6.11 nie maklik deur 'n direkte bewys afgelei kan word nie.

Alle verwysings word volledig gegee in Afdeling 6.3.

Ons verkry die definisie vir die versameling PRO,, in Afdeling 6.4 uit [18]. Die alternatiewe metode
om te wys dat die versameling egte funksies in PRO 'n Foster voorstelling aanneem, wat volg in
die oorblywende Afdelings 6.4 en 6.5, word slegs genoem in [8] en in Afdeling 2.7 in [18]. Gevolglik
is die oordragfunksie realisasiestelling, Stelling 6.20, ons eie werk. So ook Lemma 6.21 en die
matriksweergawe van die Foster realisasiestelling, Stelling 6.22. Laastens is Lemma 6.23, wat bewys
PRO, is 'n kik, ook ons eie werk.
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7 Die Cohen-Lewkowicz interpolasieprobleem

In hierdie hoofstuk bespreek ons die Cohen-Lewkowicz interpolasieprobleem. In Afdeling 7.1 ver-
duidelik ons wat bedoel word met f(A) waar A € R™*" met reguliere inersie en f € PRO. Dan
bewys ons € (A) = {f(A) : f € PRO}. In die oorblywende afdelings bewys ons Vermoede 5.37 vir
alle moontlike 2 x 2 gevalle.

7.1 Die Cohen-Lewkowicz interpolasiestelling vir 2 x 2 matrikse

Die Cohen-Lewkowicz interpolasieprobleem poog om vas te stel wanneer daar vir gegewe matrikse
A, B € R™" 'n f € PRO bestaan s6 dat B = f(A), of anders gestel, wanneer volg

B € PRO(A) = {f(A) : f € PRO}.

Neem f € PRO, waar f = g. Herroep uit Afdeling 6.2 dat die aantal pole en nulpunte van f
hoogstens met 1 kan verskil en dat al die pole en nulpunte voorkom op iRU{oco} en enkelvoudig is.
Dus, as ons vereis dat f streng eg is, weet ons die graad van p is ewe. Indien nie, sal p 'n nulpunt
by nul hé, aangesien p se nulpunte in toegevoegde pare voorkom en gevolglik sal f 'n pool by oo
hé. Ons kan nou p en ¢ soos volg faktoriseer

p(z) =po+p12 +poz? + .. —|—p2k22k = (z — i) (z +iaq)(z —iag)(z + iag)...(z — iag) (2 + iag)
= +a])(ZP+ad)+ ..+ (2 +al) en

4(2) = qo+ @z + @2% + ..+ g 12T = 2(2 —i81) (2 + 1B1) (2 — 1B2) (2 + iB2)...(2 — 1Bk) (2 + iBk)
= 2(2* + B7)(2* + B3)...(=* + B7)-
Uit bostaande faktorisering sien ons dat in die geval waar A reguliere inersie het, volg dit dat p(A)

en ¢(A) inverteerbaar is, omdat +ic;; en £if;, 1 < j < k, nie eiewaardes van A kan wees nie.
Gevolglik weet ons in die geval waar A reguliere inersie het, bestaan ¢(A)~! en word gegee deur

q(A) = (A4iBpl,) N (A —ifel,) L (A4 iBody) " H(A —ifody) " H(A+iB10,) " H(A —ifi ) AT

Bostaande faktorisering vir p en ¢ volg soortgelyk sou ons aanneem f is eg of nie-eg.
Vir die geval waar A reguliere inersie het, interpreteer ons

p(A)

q(A)

Aangesien ons uit Stelling 4.2, vir F = R, weet {A}} = R[A] en uit Gevolg 5.6 weet {A}y is n kik,
volg q(A)~1 € {A}f. Ons weet ook uit Gevolg 5.6 dat {A}% 'n kommutatiewe versameling is, dus
kan f(A) ook geskryf word as

F(A) = as  f(A) =p(A)g(A)~ vir f= g € PRO.

F(A) = q(A)"'p(A).

Aangesien die faktore van p en ¢ in enige volgorde kan voorkom, kan f(A) op verskeie ekwivalente
maniere geskryf word.

In [8] word verduidelik dat vir twee gegewe matrikse A, B € R™*" waar A reguliere inersie het,
volg dit dat B € € (A) as en slegs as daar ten minste een f € PRO bestaan s6 dat f(A) = B.
Alvorens ons hierdie resultaat kan bewys, benodig ons die volgende resultaat.
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Proposisie 7.1. Vir f € R en A € R™™" sodanig dat f(A) bestaan, volg
% (f(4)) = {g(A4): g €% (f) en g(A) bestaan} .

Bewys. Laat X; C R die j-de vlak in die konstruksie van €'(f) wees, soos volgens Proposisie 2.12
en soortgelyk X; C R™" die j-de vlak in die konstruksie van € (f(A)), waar j > 0. Ons bewys
vervolgens deur middel van induksie dat

X; ={g(A) : g € Xj en g(A) bestaan}, vir alle j > 0.

Hieruit volg dan

¢(f(A) = X; = [J{9(4) : g € X; en g(A) bestaan}
7=0 j=0

=<g(Ad):ge€ U X; en g(A) bestaan p = {g(A) : g € €(f) en g(A) bestaan} .
j=0

Ons sien uit Proposisie 2.12 dat Xo = Ry - f en Xo = R - f(A) = (Ry - f) (A). Hieruit volg
maklik dat _
Xo ={9(A4) : g € Xo en g(A) bestaan} .

Neem h € X, waar h = %. Ons weet h~! = } aangesien X; C R, asook dat h(A) = p(A)q(A)~!

in die geval waar h(A) bestaan. Dus, in die geval waar +(A) bestaan, volg

Veronderstel h(A) ™! bestaan. Dan volg h(A) ™' = (p(A)g(A)~!)"" = q(A)p(A)~'. Hieruit sien ons
h(A)™" = 1 (A).

Veronderstel nou X; = {g(A) : g € X en g(A) bestaan}. Dan volg

Xj_1 = {g(A)*1 1g(A) € X'j waar g(A)~! bestaan} ={g(A)"": g € Xj en g(A)~! bestaan}

= {;(A) : ; € Xj_1 en ;(A) bestaan} = {g(A) 1§ € Xj_1 en §(A) bestaan}.

Uit bostaande en Proposisie 2.12 volg

Xj41 = conv ()Z'ju)ﬂ(/]ﬂ)
k L k

= {Zaigi(A) ckeN, a; >0, gi(4) € X; UXj_1 vir 1 =1,2,...,k en Zai = 1}
i=1 i=1

k k
= {Zaigi(A) ckeN o >0, g, € X; UX;1 en g;(A) Iviri=1,2,....k en Zai = 1}
i=1 =1
= {g(A) : g € conv (Xj U X;1> en g(A) bestaan} ={g(A): g € Xj41 en g(A) bestaan} .
Hiermee is bewys dat )A(;j = {g(A) : g € Xj en g(A) bestaan} vir alle j > 0. O
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Gevolg 7.2 ([8], Gevolg 5.2.2). Laat A € R™™™ 'n matriks met reguliere inersie wees. Dan volg
€ (A) =PRO(A) ={f(A): f € PRO}.

Bewys. Ons maak gebruik van Stelling 6.10 waaruit volg PRO = % (f). Aangesien vir enige
f € PRO en 'n matriks A met reguliere inersie volg dat f(A) bestaan, soos bespreek aan die begin
van die afdeling, volg uit Proposisie 7.1 dat

C(A) = C (fo(A) = {f(A): [ € C(f)} = {f(A) : f € PRO}. =

In Afdeling 5.4 het ons die mening uitgespreek (sien Vermoede 5.37) dat vir 'n Lyapunov
reguliere matriks A € R™*™ volg €(A) = €c(A) N {A}g. Op grond van Gevolg 7.2 lei dit tot 'n
verdere vermoede soos in Vermoede 7.3 hieronder gestel en soos in [7] bespreek met verwysing na
'n ongepubliseerde manuskrip waarin Vermoede 5.37 bewys is.

Vermoede 7.3. Laat A, B € R"™ " waar A Lyapunov regulier is. Dan volg B = f(A) vir 'n
[ € PRO as en slegs as B € €e(A) N {A}g.

Die doel van hierdie hoofstuk is om Vermoede 5.37 te bewys vir A € R?*2, waar A Lyapunov
regulier is.

Stelling 7.4. Vir A € R**2 waar A Lyapunov regulier is, volg € (A) = €c(A) N {A}.

Ons weet reeds uit die opmerking na Vermoede 5.37 dat ons net die een insluiting @e(A)N{A}g C
% (A) hoef te wys. Uit die verduideliking voor Voorbeeld 5.38 weet ons ook dat ons A as sy reéle
Jordan-matriks Jr kan beskou. Gevolglik is dit voldoende om die insluiting €¢(A) N{A}g C € (A)

vir die volgende matrikse te wys:

(I) A het 'n toegevoede paar komplekse eiewaardes:

A—C(a,ﬁ)—[_aﬁ ﬁ, vir a,0€R en «a#0.

(IT) A het 'n reéle eiewaarde met geometriese multiplisiteit 1:

Al :
A_[O )\], vir A>0 of A<O.

(ITI) A het twee verskillende reéle eiewaardes:

A:ﬁ)l AO] Vit ALA ER, A £X en Ahg 0.
2

(IV) A het een reéle eiewaarde met geometriese multiplisiteit 2:

A0

A=A = {0 I\

], vir 0#XeR.

Die laaste geval volg uit Voorbeeld 5.38. Hier het ons reeds gesien dat die insluiting €e(A)N{A}g C
% (A) geld vir beide gevalle waar A > 0 of A < 0. In die volgende drie afdelings bewys ons Stelling
7.4 vir die oorblywende drie gevalle hierbo. Dit gee dan 'n volledige bewys vir Stelling 7.4.
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7.2 Geval I: 'n Toegevoegde paar komplekse eiewaardes

In hierdie afdeling bewys ons Stelling 7.4 vir A = C(«, 8), met «, 8 € R en o # 0. Die eiewaardes
van A is a +if. Dus sien ons A is Lyapunov regulier. In die geval waar 8 = 0 stem hierdie geval
ooreen met geval (IV). Ons neem dus § # 0. Ons neem ook o > 0 in die bewys van die volgende
resultate omdat ons dan kan werk met die matriks 4o = LA = C(1, p), waar p = g Dit volg omdat
é > 0 en dus

C(Ag) =€ (A) en Fo(Ay) = %e(A),

soos gesien uit die rekursiewe konstruksie van % (A) vanuit sy voortbringende versameling {A},
Proposisie 2.12 en Gevolg 5.25 (i).
Verder volg uit Lemma 4.3 dat {Ag}g = {A}g. Ons kan dus werk met die versamelings ' (Ay),

€e(Ap) en Ce(Ao) N {Ao}g in elk van die volgende resultate se bewyse.

In die geval waar a < 0, neem Ay = —1 A = C(—1, —p) en die bewyse volg soortgelyk.

«

Lemma 7.5. Vir 'n Lyapunov requliere matriks A € R**?, waar A = C(a, B), volg

e ={r[" Jirzo <},

Bewys. Ons bepaal die kik €(Ap). Uit
1 1 -
-1 _ p N 2\ 1—1 . 2
Ay = 5 7 [p | } volg C(1,—p) =(1+p")A;" € €(Ag), aangesien (1+ p°)>0.
Dus sal volg dat D = 7 (eC(1, p) + 0C(1,—p)) € €(Ap) vir enige 7,€¢,5 > 0 met e+ = 1. Ons sien
dat
_ 1 p 1 —p|\ _ 1 ple —9)
D_T<6 [—p J +5[ﬂ ! D _T[—p(6—5) L]

met p(e—3) € [—p, p], aangesien (e —3J) € [—1,1]. Stel e := p(e—7). Dan volg el — 2l =le=d] <1,

ol
9 = Loel, >0, le] <|pl
=T 1T , le ple.

Dit is duidelik dat Ag € 2 C € (Ap). Ons sal vervolgens aantoon dat & 'n kik is. Aangesien %' (Aop)
die kleinste kik is wat Ag bevat, sal dan volg dat € (Ap) C Z en dus dat Z = €' (Ap).
Om te sien dat & ’n kik is, neem D1, Dy € &, waar

oftewel |e| < |p|. Definieer

1 e 1 e . .
D=7 ! en Dy =1 2 , met 7,>0 en |e| <|p| vir i=1,2.
—€1 1 —€9 1
Dan,
1 Tie1+T1es 1 e
Dl + D2 = 7-1 + 7-2 |:_7'161+7'2€2 Tl-{7—2 :| =T |:_ 1:| Y
T1+72 €
T1€1 + ToE
waar T:=T1+T2 en e:= M.
T+ T2
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Aangesien 7 > 0, sal Dy + Dy € 9 as |e| < |p|. Hierdie verlangde ongelykheid volg uit

Ti€1 + e2p2

< Tile1] + moles| < |p|w
T1 + Ty

T1 + To T + To

= |pl,

aangesien 71,70 > 0 en |e1|,|e2] < |p|. Dus volg D1 + Dy € 2. Gevolglik weet ons Z is geslote
onder optelling.
Om te sien dat Z geslote is onder nie-negatiewe skaling, neem D € & en ¢ > 0. Dan,

¢D = ¢7 [_16 ﬂ €2, omdat ¢r>0.

Laastens wys ons dat & geslote onder die neem van inverses is. Neem ’n nie-singuliere D € 2,
waar

D=t [_16 ﬂ , met 7>0 en e <|p|
Dan
1 1 —e 1 e 1
-1 _ _ = =L 5 o— _
D R [e 1] T[_é 1], met T : 20+ e en é: e.
Aangesien 7 > 0 en || = |e| < |p|, volg D™ € 2 en dit bewys Z is geslote onder die neem van
inverses. Gevolglik weet ons Z is 'n kik en Z = ¢ (Ag) = €(A). O

Lemma 7.6. Vir B € R**2, waar B = C(4,\), volg
S(B) = {S = [Sij]g:i’g €Sy )\2 (48%2 + (811 — 822)2) < 452 det(S)} .

Vir Ogxo # S = [s”]f;lg € S(B) wolg in die geval waar § # 0 dat § (s11 + s22) > 0.

Bewys. Neem S = [sw]f;lg € Sy. Dan volg

L Ho _811 512 1) A o —A S11  S12
=55+ 575= 512 822] [—A 5] * [)\ 0 | [s12 S22

~[s110 — s12A 511\ + 8126 0511 — As12 0512 — As22
_8125 — 899X 812\ + 8990 AS11 + 0812 AS12 + 0S99

_ [ 2(8s11 — As12) A(s11 — $22) + 2(5812] B,
A(s11 — s22) + 20512 2 (ds22 + As12)

as en slegs as tr(H),det(H) > 0. Ons sien dat tr(H) = 2§(s11 + s22) en

det(H) = 4(52811822 + 0As11812 — OAS92812 — )\28%2) — ()\(811 — 822) + 25812)2
= 4((52811822 + 5/\(811 — 822)812 — /\28%2> — )\2(811 — 822)2 -+ 45)\(811 — 822)812 + 4(528%2)
= 452(811822 — 5%2) — )\2(45%2 + (811 — 322)2) = 45° det(S) — )\2(4(9%2 + (811 — 822)2).

Dus volg det(H) > 0 as en slegs as

A (4535 + (511 — s22)%) < 46% det(S). (7.1)
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Nou wys ons met behulp van 'n teenspraak dat det(H) > 0 impliseer tr(H) > 0. Neem aan
det(H) > 0 en tr(H) < 0. In die geval waar § = 0 volg tr(H) = 0; dus weet ons § # 0. Ons sien uit
tr(H) < 0 dat ds1; < —ds22. In die geval waar § > 0, volg s11 < —s22 en aangesien ons uit (7.1)
kry dat det(S) > 0, volg nou

0 < det (S) = 511892 — 859 < (—522)822 — 559 = — (539 + 519) < 0, wat teenstrydig is.
In die geval waar § < 0, volg s11 > —s92 en aangesien ons uit (7.1) kry dat det(S) > 0, volg nou
0 < det (S) = 511592 — 859 < —811511 — 539 = — (531 + 579) < 0, wat teenstrydig is.

Hieruit sien ons as det(H) > 0 dan ook tr(H) > 0. Dus, vir S = [3”]{;122 €Sy volg S € S(B) as
en slegs as aan (7.1) voldoen word. ’

Vir Ogx2 # S = [313]5;122 € S(B) volg in die geval waar § # 0 dat tr(H) = 0 as en slegs as
$11 + So9 = 0. Veronderstel s11 = S22 = 0. Ons weet uit (7.1) dat det(S) > 0, maar aangesien
det(S) = —8%2 < 0 weet ons as s;1 = s22 = 0 dan ook s12 = 0. Dus, in die geval waar s;; = s92 = 0,
volg S = 0949. Gevolglik geld s;1 + s92 = 0 alleenlik wanneer s;; = —s92. Ons sien dat hierdie
geval ook nie moontlik is nie, aangesien ons uit (7.1) weet det(S) > 0 en dit nie moontlik is in die
geval waar s11 en soo verskillende tekens het nie. Dus weet ons vir Ogyo # S = [3”]511 22 € S(B)
volg in die geval waar ¢ # 0, dat tr(H) = 20 (s11 + s22) > 0. ’ O

Proposisie 7.7. Vir 'n Lyapunov reguliere matriks A € R**? waar A = C(a, ), volg €(A) =
Ce(A) N {A}g.

Bewys. Neem B € €¢(Ao)N{Ao}k. Ons weet uit Stelling 4.17 dat vir B € {Ag}g volg B = C(4, ).
Aangesien B € 6¢(Ap), weet ons B het reguliere inersie en dus § # 0, omdat § die reéle gedeelte van
die toegevoegde paar komplekse eiewaardes van B is, soos verduidelik in Afdeling 3.5. Herskryf
B as B = 5(](1,%). Aangesien dit volg dat S(A4g) C S(B), sien ons uit Lemma 7.6 dat vir

Ogx2 # S = [Sij]g;l”; € S(Ap) volg
2

p° (45%2 + (s11 — 522)2) <4det(S), asook % (43%2 + (s11 — 522)2) < 4det(5). (7.2)

Ons weet ook uit die bewys van Lemma 7.6 dat (7.2) impliseer tr(SAg + A{S) = 2(s11 + s22) > 0,
asook tr(SB + BHS) = 20(s11 + s22) > 0. Hieruit weet ons dus 6 > 0. Kies s11, S22 en s12 s6 dat
452, + (s11 — s22)% # 0 en p? (4535 + (s11 — 522)?) = 4 det (S). Dan volg uit (7.2) dat
)\—2 (4535 + (s11 — s22)%) < 4det (S) = p* (4sTy + (511 — 522)%),  oftewel )\—2 < p?
52 12 11 22)7) = =p 12 11 22)7) 52 = P
Hieruit volg
Sl <lo
5= p
en dus sien ons uit Lemma 7.5 dat B € %(Ap). Gevolglik het ons bewys €e(Ao) N {Ao}g <
€ (Ao). O

Die volgende resultaat wys dat dit nie eenvoudig is om die versameling %¢(A) direk te bepaal
sonder dat ons weet B € €¢(A) het dieselfde vorm as A nie, soos volg wanneer B ook in {A}} is.
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Lemma 7.8 ([7], Lemma 12). Vir n Lyapunov reguliere matriks A € R?**2?, waar A = C(a, B),
volg

aw={r 115 M vaEAET @ < ol o) (73)

Bewys. Om %¢(Ap) te bepaal, ondersoek ons watter voorwaardes op 'n B € R?*2 waar B reguliere
inersie het, verseker dat S(Ap) C S(B). Ons begin deur S(A) te bepaal.
Neem S € Sy, met skaling tr(S) = 2. Dan volg

S:[1+a b

b 1 a] , met a,beR. (7.4)

Ons maak van Lemma 7.6 gebruik, waarvolgens vir S soos in (7.4) volg S € S(Ap) as en slegs as

p2(a2+b2) <1-—a®-Vv.

1
14+p2"

= - ]."‘(l b . 2 2 1
sa={[10 0] evrs L)

Vervolgens vind ons die voorwaardes waaronder vir 'n B € R?*2, met reguliere inersie, sal volg
dat Ay < B. Beskou 'n matriks B € R?*? waar

b1 b2
B = .
[521 b22]

Hierdie is ekwivalent aan b(p? + 1) + a?(p? + 1) < 1, oftewel a? + b* <

Dus volg

Indien ons vereis dat tr(B) = by; + baa = 2, kan ons B as volg skryf:

b1 — b2 d— b1z + b2t en b2 — b2y

B:[1+c d+ f 7 ' 7 .
2 2 2

d— f 10]’ met c:=

Ons bepaal vervolgens onder watter voorwaardes volg SB + BHS € Py vir § € S(Ag), waar
B € R?*2 met reguliere inersie en skaling tr(B) = 2. Definieer

21+a+c+ac+bd—bf) 2(d+af +b)

pp— H —
E:=5B+B S[ 2(d+af +0b) 2l—a—cH+ac+bd+0bf)|"

Dit sal volg dat E € Py as en slegs as tr(E),det(E) > 0. Na direkte berekening volg 1 tr(E) =
1+ac+bd en

%det(E) — (l4atctactbd—bf)(1—a—c+actbd+bf) — (d+af +b)’
= (1+2bd + 2abf + 2bcf + 2abed — a® — ¢ + (ac)® + (bd)® — (bf)?)
— (d* +b* + (af)? + 2adf + 2bd + 2abf)
= (1 + (ac)® + (bd)* + 2abed — (a® + b* + ¢* — 2bef + (bf)* + d* + 2adf + (af)?))
=1+ (ac+bd)* — (a®> +b* + (c — bf)* + (d + af)?).
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In die geval waar ¢ = d = 0 volg  tr(E) = 1 en 3 det(E) = 1— (a?(1 + f?) 4+ b*(1 + f?)). Kies nou

aen b sé dat a® + b% = 1+1p2. Indien det(E) > 0 volg

1+ f2
1+ p?

1
0 < S det(E) =1—((a®+0%) (1+ /7)) =1~ < ) , oftewel 1+ f><1+p%
Hieruit sien ons |f| < |p| en dus word aan (7.3) voldoen in die geval waar ¢ = d = 0.

Ons neem nou aan c en d is nie gelyktydig nul nie en maak van Lagrange vermenigvuldigers
gebruik. Stel fi(a,b) = 1+ ac + bd en g(a,b) = a? + b, waar die beperking nou as 'n gelykheid

beskou word, dus g(a,b) = ﬁ. Vir

d
v fi(a,b) =T'vg(a,b), volg (c,d)=1(2a,2b). Hieruit sien ons a = % en b= 3T

Vanuit a? + b2 = ﬁ, volg I' = £3 /(1 + p?)(c? + d?) asook
c? d?
+ .
VA p)(E+d?) /(14 pP)(E + d?)

Uit bostaande sien ons dat 1 tr(E) > 0 vir alle a,b € R as I' = /(1 + p?)(c? + d?). Vir die geval
waar I' = —1./(1 + p?)(c? + d?) volg

1
Etr(E):l—I—ac—l—bdzli

l4+ac+bd=1- ¢ - & =1- c+d
ViEaEse irmess  \Viroesa) oo
=1- ((612:522)) Hieruit sien ons dat itr(E) >0 as A4+d2<1+p°
Stel nou fa(a,b) = 1+ (ac+bd)* — (a® + b* + (¢ — bf)* + (d + af)?) en neem weer g(a,b) = a*+ b
met g(a,b) = ﬁ. Dan volg
V fa(a,b) =T'vg(a,b)
(2(ac+bd)(c) —2a —2(d+ af)(f),2(ac + bd)(d) — 2b — 2(c — bf)(—f)) = I'(2a,2b).

d(be — f) clad + f)
Dus kry ons a = 1T -2+ 2 en b= ST+ 2
Dit word in Lemma 12 in [7] genoem dat hierdie 'n eenvoudige, kwadratiese programmeringspro-
bleem oplewer. 'n Program soos Matlab kan dus gebruik word om I" uit a? + b*> = — te bepaal,

1+p2
waarna a en b bepaal kan word. Vervang hierdie waardes in det(E) en dan volg dat det(E) > 0 as

2
en slegs as p? — <|f| + (1 +p?)(c® + d2)> > 0, oftewel |p| > |f| + /(1 + p?)(c2 + d2). Ons sien
dat (7.5) ook hierin bevredig word, want indien ¢? + d? > 1 + p? volg

o<~ (114 VIFA@TB) =7~ 177 2V T D@+ B~ (142 + &)
<p* = fP =2f1A+p*) = (L+p*)? =p* = |[fI* = 2|f| = 2| f|]p* —1—2p> = p* < 0.

2
Uit bogenoemde teenstrydigheid volg dat as p? — <|f| + /(1 + p?)(c® + d2)> > 0, dan moet ¢ +

d? <1+ p?. Aangesien uit Lemma 5.13 volg dat S(7B) = S(B) vir 7 > 0, weet ons as B € Ge(Ag)
dan ook 7B € %e(Ap) vir 7 > 0. Hiermee sien ons %e(Ap) = €¢(A) het die vorm soos in (7.3). O
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7.3 Geval II: Een reéle eiewaarde met geometriese multiplisiteit 1

Al

In hierdie afdeling bewys ons Stelling 7.4 vir A = [ 0 A

],met)\<00f)\>0.

Lemma 7.9. Vir 'n Lyapunov reguliere matriks A € R**?, waar A = [g\ ;\] , volg

%(A):{T[g i] 7 >0, |p|§1}.

Bewys. Aangesien A Lyapunov regulier is, weet ons A # 0. Dus bestaan A~! en word gegee deur

!

A

Aangesien ¢'(A) 'n kik is, volg Ag := 734 € €(A) en ook

A -1

Aal _ )\2A_1 _ |:0 :

} € E(A).
Hieruit weet ons D = 7 (eA + (5A61) € ¢ (A) vir enige 7,¢,0 > 0 met e + 6 = 1. Ons sien
Al A -1 A e—9§
v (e el 3] =6 )
Laat p := € — 4§, dan volg p € [—1, 1], oftewel |p| < 1. Stel

— Aopl,
9 = {7’[0 )\}.720,|p|§1}.

Dit is duidelik dat A € Z C €(A). Ons bewys Z = ¢ (A) deur te wys Z is 'n kik. Aangesien
% (A) die kleinste kik is wat A bevat, sal dan volg dat €' (A) C 2.
Om te sien dat Z geslote onder optelling is, neem D1, Dy € 2, met

A A :
D1=7‘1[ pl] en DQZTQ[ p2]7 met 7, >0 en |p| <1 vir i=12.

0 A 0 A
Dan,
A1+ 12) Tip1 + T2p2 npLtrae
D Dy = = (T1+72)
1+ Do [ 0 ANr + 1) (11 + 72) \
Aangesien 7 := 711 + 79 > 0, sal volg D1+ Dy € Z as % < 1. Hierdie verlangde ongelykheid
volg uit
T1p1 + T2p2 < T1lp1| + 72|p2| < 1t T2 _ 1
T1 + T2 T1 + T2 T1 + T2

aangesien 71,72, > 0 en |p1],|p2| < 1. Hieruit sien ons D1 + D2 € 2. Gevolglik is 7 geslote onder
optelling.
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Om te sien dat & geslote is onder nie-negatiewe skaling, neem D € & en ¢ > 0, dan
_a AP
oD = o1 [0 )\} .

Aangesien ¢ > 0, volg dit dat oD € Z. Gevolglik is Z geslote onder nie-negatiewe skaling.
Laastens wys ons dat Z geslote is onder die neem van inverses deur vir 'n nie-singuliere D € &,
D~ te bereken en te wys D! € 2. Laat

Ap

D:T|:O)\

_ 1 A —p
<L - .
], met 7>0 en |p|<1. Dan D 2 [0 )\]

Aangesien # >0en | —p|=|p| <1,sien ons dat D~! € 2. Hiermee is bewys dat 2 geslote is
onder die neem van inverses en gevolglik weet ons Z is 'n kik. Dus volg Z = € (A). O

Lemma 7.10. Vir B € T4 2 NR?*2 waar B = [%1 22} , volg
1

S(B) = {s — sl € S 1 03s?) < 467 det(S) en by (s11 + s92) + basiz > o} . (7.6)
Vir S = [s”]g;lg €Sy geld:

(I) As S € S(B), dan bys1; > 0.
(II) Asbysi; >0, dan S € S(B) as en slegs as b3s3, < 4b? det(9).

(III) As S 75 Og9x2 en by 75 0, dan bis11 > 0 of bysge > 0.

Bewys. Neem S = [sw]f;lg € Sy. Dan volg

H:—SB+BHS — [s11 812] |:b1 bz} n [bl O] [311 312}
1512 s22| [0 by by b1 [s12 S22

[s11b1 s11b2 + 51251] [ b1s11 bis12 }
|51201  S1202 + S2201 basi1 + b1s12 basia + b1sao
_ [ 2bis1y bas11 + 2b1512 cP
_b2811 + 2b1812 2b2812 + 2b1822 2

as en slegs as tr(H),det(H) > 0. Ons sien dat tr(H) = 2 (b1 (s11 + s22) + b2si2) en

det(H) =4 (blb2811812 + b%SnSzg) — (b2811 + 2b1512)2 = 4b% (811822 — 8%2) — b%s%l
= 4b? det(S) — b2s3,.

Dus volg dat det(H) > 0 as en slegs as
b2s3, < 4b? det(S). (7.7)

Dit wys S(B) is soos in (7.6).

71



Aangesien die diagonaalinskrywings van 'n positief semi-definiete matriks nie-negatief is, sien
ons geval (I) is waar. Vir geval (II), laat H = [hw]f;lg Aangesien uit det(H) = hy1hgy — h3, >0
volg dat hii1hes > 0, sien ons dat hj; > 0 impliseer tr(H) = hi1 + hoa > 0. Gevolglik is geval (II)
waar. Ons weet in die geval waar by, s11 # 0 volg bys;; > 0 uit geval (I). Ons sien uit (7.7) dat
det(S) > 0. Dus, as s11 = 0 dan ook s;2 = 0. Dan volg H € Psy as en slegs as b1s9s > 0, met

b1s92 = 0 slegs in die geval waar S = 02,9. Hieruit sien ons dat geval (III) waar is. O

Proposisie 7.11. Vir 'n Lyapunov reguliere matriks A € R**?, waar A = [O i\] , volg €(A) =
Ce(A) N{A}g.
Bewys. Neem B € €¢(A) N{A}g. Ons weet uit Stelling 4.17 dat vir B € {A}f volg

b1 by

BeT.oNR*>2 Dus B=
’ 0 b

} met by,by € R.

Aangesien B € %¢(A), weet ons B het reguliere inersie en dus b; # 0. Herskryf B as

Ab
=2
A0 A

Ons gebruik Lemma 7.10 om vanuit S(A4) C S(B) te sien dat vir Ogxo # S = [szj]i;lg € S(A) volg

51, <4X*det(S) en b3s?; < 4b¥det(S), asook

7.8
As11,b1811 > 0 in die geval waar s11 # 0, of andersins  Asgg, b1S99 > 0. (7:8)

Ons sien dus uit bostaande dat b; en A\ dieselfde teken het en gevolglik dat %1 > 0. Kies s11 # 0,

S99 en $13 s6 dat S)\igl = 4det(5). Dan volg uit (7.8) dat
b2s? 52 A2b3
% < 4det(S) = ﬁ, oftewel b—22 <1
1 1
Hieruit kry ons
Aby
—| <1
by | —
en dus volg uit Lemma 7.9 dat B € €' (A). Gevolglik weet ons Ge(A) N {A}x C €(A). O

7.4 Geval III: Twee reéle eiewaardes in dieselfde halfvlak

In hierdie afdeling bewys ons Stelling 7.4 vir A = diag(A1, A2) met A\, A2 € R; A1 # Ay en Ao # 0.
Daar ontstaan twee moontlikhede, naamlik A2 > 0 of A2 < 0. Wanneer ons na die geval
A1z > 0 kyk, neem ons A\; < Ag. Vir die geval waar Ao < A\; kan A\; en A9 net omgeruil word in
die resultate en bewyse.

Soortgelyk, vir die geval waar Aj Ao < 0 neem ons A\; > —Ag. Vir die geval waar A\; < —A9 kan
A1 en Ao net omgeruil word in die resultate en bewyse.
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Lemma 7.12. Vir 'n Lyapunov requliere matriks A € R**2, waar A = diag(\1, X2), met AjAg >0
en A1 < A2 , volg

CK(A):{T |:?]é g] :TZO, a,,BE[/\l,)\Q], a—i-ﬁ:)\l—i-/\g}.

Bewys. Aangesien A Lyapunov regulier is, weet ons \; # 0, i = 1,2. Dus bestaan A~! en word
gegee deur A7 = ﬁ diag(A2, A1). Dit volg dat Ag' := M A A™! = diag(Ae, M) € €(A). Hieruit
weet ons D = 7 (eA + (5A61) € ¢ (A) vir enige 7,€,d > 0 met € + 0 = 1. Ons sien dat

D— A O iy Ay O . €A+ 0o 0 . a 0
—T\¢ 0 Ao 0 X\ -7 0 €Xg + 0N -7 0 B’
met a:=€eA +dX en [:=ely+ I\

Verder volg o + 8 = €(A1 + A2) + (A1 + A2) = A1 + Aa. Aangesien A; < A2 volg «, 8 € [A1, Ag].
Definieer nou

9D = {7‘ [(g g} :7 >0, a,B € [A, A2, 0‘+/8_/\1+)‘2}'

Dit is duidelik dat A € 2 C ¥(A). Ons bewys Z = % (A) deur te wys Z is 'n kik. Aangesien
¢ (A) die kleinste kik is wat A bevat, sal dan volg dat €' (A) C 2.
Om te sien dat & geslote onder optelling is, neem D1, Dy € & waar

(03] 0 a9 0
D=7 [O BJ en Do=m [0 ﬁz] , met 7;,>0, B €A, 2] en
a;+0Bi =AM+ X, vir i=1,2.
Dan,
_|ma1 + T 0 _ % 0
Dy + Dy = [ 0 npBy+ Tzﬂz] = (11 + 72) 0 7'1[7?_11252

Dit volg dat 7 : =71 +7 >0 en o := %*‘g” B = % € [A1, \g], aangesien «y, §; € [A1, A2],
vir ¢ = 1, 2. Hieruit volg
ot o N + Ton 4 nfr+mfe _ mloa+ A1) +7(ee+ )  mi(Ai+Ae) +72(M + )
T+ T T+ T2 T+ T2 1+ T2
= A1 + Ao.

Dus, D1 + Dy € 2 en gevolglik is bewys dat & geslote is onder optelling.
Om te sien dat Z geslote is onder nie-negatiewe skaling, neem D € & en ¢ > 0, dan

a 0
¢D:¢T|:0 5]’

Aangesien ¢7 > 0, volg ¢D € & en hiermee is bewys dat Z geslote is onder nie-negatiewe skaling.

73



Laastens wys ons dat Z geslote is onder die neem van inverses deur vir 'n nie-singuliere D € &,
D~ te bereken en te wys D™' € 9. Laat

D—_T[g g}, waar T >0, a,f€ [N, ] en a4+ 8=\ + Ao
_ 1 (8 0
1 _
Dan volg, D - [0 }

Aangesien A\jA2 > 0 en «, 8 € [A1, A2], volg af > 0 en dus ook % > 0. Hieruit volg D~! € 9.
Gevolglik weet ons Z is geslote onder die neem van inverses. Hiermee is bewys dat & 'n kik is en
dus 7 = €(A). O

Lemma 7.13. Vir 'n Lyapunov requliere matriks A € R?*2, waar A = diag(\1, X2), met AMjAg <0
en A1 > —MAa, volg

(5(14): {T |:(g g:| 27’20, [ RS [—)\2,)\1], ﬁE [—)\1,>\2], Oé—ﬁ:)\l—/\g}.

Bewys. Aangesien A Lyapunov regulier is, weet ons \; # 0, i = 1,2. Dus bestaan A~ en word
gegee deur A~ = T&Qdiag(/\g,)\l). Dit volg dat Agl = —MAA™l = diag(—)2, —)\1) € €(4).
Hieruit weet ons D =7 (eA + (5A61) € € (A) vir enige 7,¢,0 > 0 met € + 0 = 1. Ons sien dat

. Al 0 —)\2 0 . 6/\1 - 5)\2 0 . a 0
D_T<€{o Ag]”{o )\1]>_T[ 0 e)\gé)\l]_T[O 5]’
met a:=€e\i —dXa en [:=ely —d\.
Verder volg £+ (a — ) = £ (e(A1 — A2) + 3(A1 — A2)) = £ ((A1 — A2)). Aangesien A\; > —\g, volg
a € [—A2,\1] en B € [—A1, A2]. Definieer nou

9 = {7’ |:((); g:| 720, ae [—/\2,)\1], BE [—)\1,)\2],04—62)\1—)\2}.

Dit is duidelik dat A € 2 C €(A). Ons bewys Z = € (A) deur te wys Z is 'n kik. Aangesien
¢ (A) die kleinste kik is wat A bevat, sal dan volg dat €' (A) C 2.
Om te sien dat Z geslote onder optelling is, neem D1, Dy € & waar

a; 0 as 0
D1 =T |:01 B1:| en DQ = Ty |:02 52:| , met T; > O, o; € [—)\2, /\1], 5, c [—)\1, )\Q] en
ai—ﬁi:)\l—)\g, vir 221,2
Dan,
(a4 mag) 0 _ e 0
Di+Dy = |: 0 (7‘1,81 + Tzﬁz) = (Tl + 7—2) 0 Tléii:zﬁz

Dit volg dat 7 := 7, + 70 > 0, asook a := TUETRe2 ¢ [\, \] en 8 := nbitmby o [— A1, A2,

T1+T2 T1+T2

aangesien a; € [—Ag, A1), Bi € [=A1, Ag], vir i = 1,2. Dus volg dat D1 + Dy € & indien a — 8 =
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Ao — A1. Hierdie verlangde gelykheid volg uit

S B L ke L nfr+7pf _ m(oa = i) + (a2 — fa)
1+ T2 T+ T2 T+ T2
Cn(Ae = A) + (A — A1) N
= = A2 — A1

T+ T2

Hieruit sien ons dat & geslote is onder optelling.
Om te sien dat Z geslote onder nie-negatiewe skaling is, neem D € & en ¢ > 0, dan

a 0
qu:ng[O B].

Aangesien ¢7 > 0, volg ¢D € Z en hiermee is bewys dat Z geslote is onder nie-negatiewe skaling.
Laastens wys ons dat Z geslote is onder die neem van inverses deur vir 'n nie-singuliere D € 9,
D~ te bereken en te wys D! € 2. Laat

D:T[(g g}, waar 7 >0, a€[-ANi], BE[-A, N, en a—fF=X -l

_ 1 (B 0
1 _
Dan volg, D™ = e [0 OJ .

In die geval waar A1 > 0 en Ay <0, volg @ > 0 en 8 < 0. In die geval waar A\; < 0 en Ay > 0, volg
a < 0en 8 >0. Dus in beide gevalle volg 7 = _—15 > 0. Dan,

TOQ

1_-|-8 0
Dl—T[O OJ.

Aangesien —0 — (—a) = —f+a=a—=A1 — Ay en —f € [—Ag, A\1] asook —a € [—)\1, Ag], volg
D~ € 2. Gevolglik is 2 geslote onder die neem van inverses en daarmee is bewys dat 2 m kik

is. Dus, 2 = €(A). O
Lemma 7.14. Vir B € R?*2, waar B = diag(by, b2), volg

S(B) = {S = [szj]zllg €Sy (b% + bg) 8%2 < by1by (4811522 - 25%2) en bysi1 + basgg > 0} . (7.9)
Vir S = [311]5:1122 €Sy geld:

(I) As S € S(B), dan bys11 > 0 en bysag > 0.
(II) Asbisiy >0, dan S € S(B) as en slegs as (b% + b%) 52, < biby (4511522 - 28%2).

(III) As S # 02x2, dan volg bysi1 > 0 of basaa > 0 in beide gevalle waar bibe > 0 of biby < 0.
Bewys. Neem S = [313]5;122 € Sy. Dan volg

by O by 0] |s11 s12 s11b1 51202 bisi1  bisi2
s 3 200 s s - 2R
[812 s22] [0 b2 0 bof [s12 S22 51201 S22b2 basi2  basao

_ [ 2b1s11 (b1 + 52)512} c
(b1 + b2)s12 2b9 592

75



as en slegs as tr(H),det(H) > 0. Ons sien dat tr(H) = 2 (bys11 + b2sa2) en

det(H) = 4b1by511592 — (bl + b2)2 8%2 = 4b1b9S11599 — (b% + 2b1by + b%) 8%2
= blbg (4811522 — 25%2) - (b% + b%) 8%2.

Dus volg dat det(H) > 0 as en slegs as
(b% + b%) 8%2 < by1by (4511822 — 28%2) . (710)

Dit wys S(B) is soos in (7.9).

Die bewys vir geval (I) en (II) volg soos in Lemma 7.10. In die geval waar s11 # 0 volg bysij; > 0
uit geval (I). Verder volg uit (7.10) in die geval waar byby > 0, dat 2511892 — 579 > 0. Dus as s17 = 0
dan ook s1o = 0. Dan volg SB + BHS € Py as en slegs as basos > 0, met bases = 0 slegs in die
geval waar S = Oaxo. Soortgelyk volg uit (7.10) in die geval waar biby < 0 dat 2511590 — 835 < 0.
As 511 = 0 volg SB + BHS € Py as en slegs as 0 < tr(SB + B7.S) = 2bys92 en

0 < det(SB + B7S) = —s2, (b1 + by)*.

Aangesien bogenoemde determinant voorwaarde nie moontlik is nie, weet ons as s1; = 0 dan ook
s12 = 0. Hieruit sien ons dat in die geval waar s1; = 0 volg SB+ B .S € Py as en slegs as bysag > 0,
met bosgo = 0 slegs in die geval waar S = 02x9. Hieruit sien ons dat geval (III) waar is. ]

Proposisie 7.15. Vir 'n Lyapunov requliere matriks A € R?**2 waar A = diag(\1, \2), met
AA2 >0 en A\ > Ay, volg €(A) = Ce(A) N {A};.

Bewys. Neem B € €¢(A)N{A}}. Ons weet uit Stelling 4.17 dat vir B € {A}}, volg B = diag(b1, ba).
Aangesien B € 6¢(A), weet ons B het reguliere inersie en dus b; # 0, vir i = 1,2. Ons gebruik
Lemma 7.14 om uit S(A) C S(B) te sien dat vir Ogx2 # S = [31]]{;122 € S(A) volg

()\% + )\3) 3%2 < A1 (4811822 - 23%2) , met A;s;1 >0 in die geval waar s11 # 0,

) (7.11)
of andersins  Agsgg > 0,

asook

(b% + b%) 3%2 < b1by (4811822 — 23%2) , met bysy; >0 in die geval waar s11 # 0, (7.12)
of andersins bgs9y > 0. ’

Ons sien uit (7.11) dat (4s11522—25%,) > 0, aangesien A\; Ao > 0. Kies 'n Ogxo # S = [sz]]fjllg € S(A)
waar s12 # 0. Dan volg uit (7.11) dat (4s11892 — 2s%5) > 0 en uit (7.12) dat bybs > 0. Hieruit volg

dan n := % > 0. Aangesien ons uit Lemma 5.13 weet S(nB) = S(B) en uit Lemma 4.3 weet
nB € {A}g, volg nB € €e(A) N {A}g, met tr(nB) = A1 + A2. Ons kan dus vir B € Ge(A) N {A}}
eis dat tr(B) = by + by = A1 + A2. As ons kan wys by, be € [A1, A2], dan volg B € € (A), soos gesien

uit Lemma 7.12.
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. , Mg
Kies nou si1, S92 en s19 # 0 s6 dat 5%2 = m (4811822 25%2). Laat by := A1 + p en

by := Ay — p, met p € R. Dit sal volg dat by, bs € [A1, A2 as p € [0, A2 — A1]. Nou volg uit (7.12) dat
A1

2 b1b2 b1b2 > /\1>\2

) (4311822 — 28%2) =3 ) (4811822 — 28%2) . Dus

< ——= .

(A2 + N2 2= (02 402 b2+ b2 = A2+ A2

_ (b1 + b)° bibs AMa (A +X)’
Hieruit volg W =1+ Qb% e >1+ 2)\% A2 = JFESvE oftewel

A+ A2)? (A A)?
( 1)12—:_ 622) > ( /\1;:‘_ )\22) Dus volg b} + b3 < A2 4+ )3, wat impliseer dat

1 2 1 2
b + b3 = (M +p)* + (A2 — p)” = AT+ A5+ 29" +2pA1 — 2pha = A + A3 + 2p(p — (A2 — A1)

<A+

Uit laasgenoemde ongelykheid volg dat p(p— (A2 —A1)) < 0. As p <0, dan p— (A2 — A1) > 0 oftewel
p > (Aa—A1) > 0. Hierdie geval is dus nie moontlik nie, daarom moet p > 0. Dan, p— (A2 —X1) <0
oftewel p < (A2 — A1). Dus p € [0, A2 — A1]|. Hiermee is bewys dat B € € (A) en gevolglik weet ons
Co(A)N{A}g CE(A). O

Proposisie 7.16. Vir n Lyapunov requliere matriks A € R**2 waar A = diag(\1, \2), met
AMA2 <0 en A > =g, volg €(A) = Ce(A) N{A}}.

Bewys. Neem B € €¢(A)N{A}}. Ons weet uit Stelling 4.17 dat vir B € {A}} volg B = diag(b1, ba).
Aangesien B € %¢(A), weet ons B het reguliere inersie en dus b 75 0, vir ¢ = 1,2. Ons gebruik
Lemma 7.14 om uit S(A) C S(B) te sien dat vir Oaxs # S = [s”]l 12 € S(A4) volg

()\% + )\%) 5%2 < A (4811522 — 25%2) , met Ai;sy1 >0 in die geval waar s17 # 0

) (7.13)
of andersins  Ags99 > 0,
asook
(b% + b%) 8%2 < b1by (4811822 — 25%2) , met bys;; >0 in die geval waar s11 #0
‘ (7.14)
of andersins bysgy > 0.
Ons sien uit (7.13) dat (4s11522—25%) < 0, aangesien A\; Az < 0. Kies mn Ogxo # S = (8457 : € S(4)

waar s12 # 0. Dan volg uit (7.13) dat (4s11522 — 25%,) < 0 en uit (7.14) dat b1by < 0.
Veronderstel Ay > 0 en Ay < 0. Dan volg b; > 0 in die geval waar s11 # 0 en dus ook by < 0.
Indien s1; = 0 volg b, < 0 en dus ook b; > 0. Dus volg in beide gevalle dat b; — bs > 0. Verder
volg ook Ay — A2 > 0. Dus, n:= 21 b)‘; > 0.
Veronderstel volgende A\; < 0 en A2 > 0. Dan volg op 'n soortgelyke wyse as hierbo dat b; < 0,

by >0, A2 — A1 > 0 en by — by > 0. Dus ook in hierdie geval volg n = (()l;i 2‘22)) )l‘)g b)‘ll > 0.

Aangesien ons uit Lemma 5.13 weet S(nB) = S(B) en uit Lemma 4.3 weet nB € {A}{, volg
nB € €o(A) N {A}g, waar nby — nba = A\ — Ao of nby — nbi = A2 — A1. Ons kan dus eis dat
+ (b1 — b2) = £ (A1 — A\2) vir B = diag(b1,b2) € €¢(A) N {A}g. As ons kan wys dat by € [—A2, A\]
en by € [—A1, A2], dan volg B € ¥(A), vir beide gevalle, soos gesien uit Lemma 7.13.

Kies nou s11, S99 en s1a # 0 86 dat 3%2 /\)‘2+/\2 (4811322 — 2312) Laat b1 := M +pen by := Aa+p.
Dit sal volg dat by € [—Xa, \] en by € [—)\1,)\2] as p € [-A1 — A\2,0] = [ A2 — A1, 0]. Nou volg uit
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(7.14) dat

A2 9 9 b1bo 9 b1bg A9
——— (4 -2 = < -—"(4 -2 . D < .
()\% n )\%) ( 511822 812) S12 > (b% n b%) ( 511522 512) us b% T b% > )\% T )\%

. (b1 — b2)? b1bs Ay (M= Xg)?
Hieruit volg ~——S—=1-2 >1- = , oftewel

b3 + b3 b3 + b3 AP+ )3 AT+ 23

M=) (= M)?

( bl% n bé) > ( /\1% T )\2%) Dus volg b2 4+ b2 < A2+ )2, wat impliseer dat
b + b3 = (M +9)* + (A2 + )% = (AT + A5+ 29" + 2001 + 2pA2) = (A + A3 + 2p(p + (A1 + A2)))

< A4 A2

S A7 2

Uit laasgenoemde ongelykheid volg p(p + (A1 + A2)) < 0. As p > 0, dan p + (A1 + A2) < 0 oftewel
p < (=X —\2) < 0. Hierdie geval is dus nie moontlik, daarom moet p < 0. Dan, p+ (A +X2) >0
oftewel p > (—A1 — A2). Dus p € [-A; — A\2,0]. Hiermee is bewys dat B € € (A) en gevolglik weet
ons €g(A) N{A}g C € (A). O

7.5 Notas

Die inligting aan die begin van die hoofstuk, voor ons Stelling 7.4 bewys, kom voor in [7] en [8].
Alhoewel Gevolg 7.2 in [8] verskyn, is Proposisie 7.1, waaruit Gevolg 7.2 volg, ons eie werk. Verder
is die bewys van Stelling 7.4 vir elk van die afsonderlike 2 x 2 gevalle ook ons eie werk. Daar word
wel in [7] gekyk na resultate rakende geval (I), onder andere na die versamelings S(A), €(A) en
Ce(A).
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