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HOOFSTUK 1 

INLEIDING EN OPSOMMING 

1. 1 INLEIDING 

In hierdie hoofstuk word daar eerstens 'n oorsig gegee van die stogastiese 

proses benadering tot die bepaling van die asimptotiese verdeling van sekere 

passingstoetsgroothede. (Sien bv. Anderson en Darling (1952); Kac, Kiefer en Wolfowitz 

(1955 ); Parzen (1964) Bl. 99). Daar word ook gedui op sekere probleme van hierdie 

benadering wat veroorsas.k dat dit nie toegepas kan word in gevalle wat ons graag 

sou wou beskou nie. 

Vervolgens gee ons 'n toetsstatistiek wat gebasseer is op rangorde statistieke 

en wat nou verwant is aan die sogenaamde Cramer- Smirnov statistiek. Indien die 

stogastiese proses benadering op hierdie statistiek toegepas word, sal bogemelde 

probleem ook hier voorkom. As alternatiewe benadering word aangetoon hoedat die 

statistiek effektief geskryf kan wor d as 'n kwadratiese vorm in onafhanklik en iden= 

ties verdeelde stogastiese veranderlikes. Die probleem herlei dus na die bepaling 

van die asimptotiese. verdeling van 'n kv.radratiese vorm en hierdeur word die pro= 

bleem hierbo gemeld, vermy. 

In die daaropvolgende paragraaf word 'n kort samevatting van die inhoud 

van elke hoofstuk gegee. Aan die einde van die hoofstuk word sekere notasies, 

wat deurgaans gebruik word, verklaar. 

1. 2 STOGASTIESE PROSES BENADERING 

Gestel ons het 'n onafhanklike steekproef van grootte n uit 'n populasie met 

1 
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kontinue distribusie funks ie (df) F en gestel F is die empiriese df. van die data. 
n 

2 
W ,=n 

n 

As toetsstatistiek kan die Cramer- Smirnov statistiek, nl. 
(X) 

J [F (x) - F (x) ]
2

W (F (x)) dF (x) 
n o o o - oo 

(1. 2. 1) 

gebruik word. W ( ~ 0) is hier 'n gewigsfunksie op (0, 1 ). (Sien bv. Darling (1957) ). 

Die asimptotiese verdeling, onder H , van w2 
word in Anderson en Darling (1952) 

o n 
m. b. v. die stogastiese pr oses benadering as volg bepaal: 

2 
Aanges ien F kontinu is, kan W m. b. v. die t ransformasie u ~ F (x) geskryf 

o n o 
word as : 

w2 = n J 
1 

(G (u) - u?W(u)du 
n o n 

(L 2. 2) 

Hier is G die empiriese elf van 'n onafhanklike steekproef van grootte n uit die 
n 

uniforme verdeling oor (0, 1 ). 

1 

Vir elke O < u < 1 geld nou dat X (u) = n2 (G (u) - u) 'n stogastiese veranderlike 
- - n n 

is, en die versameling van h ierdie stogastiese veranderlikes kan dan beskou word as 

'n stogastiese proses met parameter u. 

2 w == 
n 

1 2 
f X (u)W (u)du. 
o n 

Die probleem is dan om 

A(x) = lim P[ J1 x2 (u)W(u)du < x] 
n -+ 00 0 n -

te bepaal. Anderson en Darling toon nou onder sekere voorwaardes aan dat 
2 

A('X) = P [X ~ x ] , waar met waarskynlikheid 1 geld dat: 

2 00 2 
X = ~ p y • 

1 
r r 

r= 

2 
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Die [Y } is onafhanklik normaal verdeel met EY = O en EY
2 

= 1, r = 1 , 2 , ••• , 
r r r 

1 

terwyl [pr} die eiewaardes van [W(x)W(y)]2 (min(x, y) - xy) is . (Sien Anderson en 

Darling (1 952) Bl. 199. ) Dit volg dan maklik dat die karakteristieke funksie van x2 

gegee wor d deur: 

2 0:, _i 
E exp (itX ) = I1 (1 - 2 it p.) 2

• 

j=l J 

-2 
In die geval waar W = 1 volg bv. dat p = (TTr ) , r = 1 , 2, ... sodat 

r 

2 
00 

- 2 2 
X = z:: (nr) Y . 

r 
r=l 

(1. 2, 3) 

'n Probleem wat voorkom by gebruik van hierdie benadering is dat aange= 

neem word dat Z:: p < 00 of , wat dieself de is: 
r 

r 
1 

J W (x)x(l - x)dx < oo, 
0 

Nou bestaan daar egter keuses van W waarin ons belangstel, maar waarvoor Z:: p :::oo en 
r r 

I: p 
2 < 00• Indien ons in hierdie geval EX

2 
bereken as E (tp Y

2
) :::: Z::p EY

2 
= Z::p = 00, 

rr 
2 2 2 2 2 

rr r r r
2 

&n Var X as Var o=P Y ) = Z::p Var Y = 2Z:: p < 00, dan beteken di t rofweg dat X 
r r r r r 

'n bona fide verdeling het, maar by 00 gesentreer. Om hierdie probleem te oorbrug moet 

'n ry normeringskonstantes [a } van w2 
afgetrek word, soda.t w2 

- a 'n asimpto= 
n n n n 

tiese verdeling het wat n ie by oo gesentreer is nie, Hier die benadering gee egter vir 

ons geen duidelike idee van wat [a } moet wees n ie. 
n 

Hierdie probleem van die stogastiese proses benadering het daartoe aanlei= 

ding gegee dat 'n alternatiewe benadering tot die pr obleem gevind moes word, en ons 

dui dit vervolgens aan: 

1. 3 AL TERNA TIEWE BEN ADE RING 

Om 'n toetsstatistiek vir die hipotese H : F = F te vind, kan ons as volg te 
0 0 

werk gaan: 

3 
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Laat X , x
2 

, •.. , X die rangorde statistieke van die steekproef 
ln n nn 

x
1

, •.• , X wees. Stel u. = F (X. ) dan geld onder H dat u
1 

, u
2 

, •.• , u 
n Jn OJn o n n nn 

verdeel is soos die rangorde statistieke van 'n onafhanklike steekproef van grootte 

n uit die uniforme verdeling oor (0, 1 ). Dus is EU. = j / 
1

, j = 1, ••• , n, onder 
Jll n+ 

H , en 'n intuitief aanneemlike toetsstatistiek vir H kan verkry word deur die af = 
0 . 0 

stande tussen U. en J / 
1

, j = 1, ... , n, te meet. Ons kan bv. gebruik: 
Jn n+ 
n 

Q rvv) = I: (U. - j / lw (j / ) (1. 3. 1) 
n . 

1 
Jn n+l n+l 

J= 

met W 'n gewigsfunksie soos tevore. Ons sien dat Q rN) nou verwant is aan w2 
n 

2 
n 

soos gegee deur (1. 2. 2). Ons beskou net die geval W = 1 en W = (H') (sien 

paragraaf 1. 5 vir notasie ). Die geval W = (H' )
2 

sal ons intensief bestudeer en latere 

werk dui daarop dat dit minstens beter is as W = 1. (Sien hoofstuk 5. ) 

Op Q rN) kan ons nou wel die stogastiese proses benadering van die vorige 
n 

paragraaf toepas, maar die probleem wat daar voorgekom het sal duidelik ook hier 

voorkom. As 'n alternatiewe benadering kan ons as volg te werk gaan: 

Gestel deurgaans H
O 

is waar. Dan is diS bekend dat dii gesamentlike verde= 

ling van Uln' •.. , Unn dieselfde is as die van 
1 

/S , ••. , n/S waar 
n+l n+l 

S =Z*+ +Z * k 1 . '. k 

met [Z'!'} onafhanklike stogastiese veranderlikes, elk eksponensieel verdeel met 
l 

parameter 1. (Sien Breiman (1968) Bl. 285) Wat verdelings betref kan ons dus 

skryf: 

U . = S j / S , j = 1, 2 , • • • , n. 
Jn n+l 

. u j/ s. / j/ 
· · · - n+l = J S - n+l 

Jn n+l 

- S- l (S (j / )S ) 
n+l j n+l n+l 

4 
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waar : 

n+l 
= s- 1 

L 13 •• z~ 
n+l i=l 1Jn 1 

vir i ~ j 

vir i > j 

(se) 

met ,jl (x, y) = [1 - y 

[-y 

vir x:: y 

vir x > y. 

n+l 
Aangesien egter L S.. = 0, kan ons ook skryf: 

i=l 1Jn 

n+l 
U - j/ = S-+ll L S . . (Z ! - 1) . 

jn n+l n i=l IJn 1 
(1. 3. 2 ) 

Kwadr eer (1. 3. 2 ), vervang in (1. 3. 1) en ruil die volgorde van s ommering om, dan 

volg dat : 
n+l n . 

Q(W) = s- !1 L (Z '!' - l)(Z ~ -1)[ L wf; +1),jl (l / +1' k / +1) ,jl (j / n+l ' k / n+l)]. 
n n . . 1 1 J kl n n n 

1, J= = 

-1 
Aanges ien (n+l) S 

1 
+ 1 met waarskynlikheid 1, volgen s die s t er k wet 

n+ 
van groot getalle, kan ons in bostaande S 

1 
deur n+l vervang sonder om die a simp = 

n+ 
tot iese ver deling te affekteer. Stel nou: 

-1 n-l k i k . k 
c . . = n L W ( / ),jl ( / , / ),jl (J / , / ) 

1Jn k=l n n n n n 

en Z. = Z ! - 1, sodat [Z .} onafhanklike, identies verdeelde stogastiese veranderlikes 
1 1 1 

is met EZ
1 

= 0 en EZ: = 1. Dit is dus redelik om te verwag dat Q~) as imptoties 

5 
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-1 
dieselfde verdeling sal he as (n + 1) r c . . 

1 
Z. Z . met c . . soos hierbo. 

. . lJil+ l J lJn 
1, J 

Bepaling van die asimptotiese verdeling van Q (W) reduseer dus na die 
n 

volgende pr obleem: 

wees, 

Stel: 

Laat [ Z.} onafhanklik en identies verdeelde stogasties e veranderlikes 
l 

met EZ
1 

= 0, EZ
1
2 

= 1 en laat [ c .. ; i, j = 1, • • • ,n} reele getalle wees. 
lJn 

(1) - 1 
T = n 

n 

n 
r 

i, j=l 
c.. z.z., 

lJil l J 

dan is die probleem om die asimptotiese verdeling van T(l) t e vind. Ter wille van 
n 

wyer toepassings sal ons die meer algemene probleem beskou, nl. bepaling van die 

asimptotiese verdeling van: 

-1 n 
T = n r 

n 
i , j=l 

i n 
c .. z.z. + n- 2 r d. Z. 
lJn l J i=l ill l 

waar [d . ; i = 1, ... , n} reele getalle is. Let op dat indien alle c . . - 0, r eduseer 
1n lJn 

T na 'n lineere vorm waarop sentrale limiet teorie toegepas kan wor d (Sien bv. 
n 

lemma al in die aanhangsel), terwyl as c.. =I 0, is sentrale lim iet t eor ie n ie van 
lJn 

toepassing nie. Bestudering van kwadratiese vorme is reeds gedoen deur bv. 

Varberg (1966) en Schach (1970), maar hulle resultate kan nie sander meer in ons 

geval toegepas word nie. In hierdie situasie moet daar dus nuwe teorie ontwikkel 

word, en dit sal in die volgende hoof stuk gedoen word. Hierdi e teorie is van so 'n 

aard dat dit die geval r p = 00 kan behartig, en dus nie hier die p r obleem van die 
r r 

stogastiese pr oses benadering het nie. 

1. 4 OPSOMMING 

In hoofstuk 2 word teorie ontwikkel wat die a simptotiese ver deling gee van 

kwadratiese vorme van die tipe (1. 3. 3). Aan die einde van die hoofstuk word 'n voor= 

6 
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beeld gegee van die toepassing van hierdie teor ie? Die asimptoties e ver deling van 

Q r,N) word nl. gevind vir die geval waar W = 1. Hier die ver deling is dieselfde 
n 

as die as i.mptotiese verdeling van w2 
in die geval W = 1, en daar wor d aangetoon 

n 
dat Q r,N ) en w2 

in hie rdie geval asimptoties ekwivalent is. 
n n 

Opmerking: Vanaf hoofstuk 3 werk ons net in die normale geval. 

n - 1 -lj 2 
In hoofstuk 3 word I: . 

1 
(~ (U . ) - P r / )) 

J= Jll n+l 
(Sien paragraaf 1. 5 

vir definis ie van P) beskou as toetsstatistiek vir die hipotese H : F = ~, en daar 
0 

word aangetoon hoedat hierdie statistiek reduseer na Q r,N) hierbo, m 6t 
n 

d -1 2 
W(x) = (dx ~ (x)) , plus 'n resterm wat na nul gaan. In hoofstuk 4 word aangetoon 

dat die teorie van hoofstuk 2 op Q r-N), m et W soos hierbo1 van toepas sing is . Die 
n 

vorm van die as imptotiese verdeling wor d gevind asook die karakteristieke funksie 

en s ekere krit ieke waar des. In hoofstuk 5 wor d die stat istiek van hoofstuk 3 t? o. v. 

doeltr eff endheid vergelyk met sekere and er toetsgroothede. As maatstaf van doel= 

treffendheid gebruik ons die teorie van benaderde Bahadur hellings. Daar word ook 

aangetoon dat die gewigsfunksie W(x) = <!. ~- \x))
2

, in die geval van skuif alterna= 

tiewes , optimaal is . In hoofstuk 6 wor d die mag van die toetsstatis tiek van hoof= 

stuk 3 in die geval van skuif en skaal alternatiewes bepaal. 

In hoof stuk 7 word 'n statis tiek gegee vir die toets van die hipotese 

H : I' (x) ::: P f -=-b:\ met µ en a > 0 onbekend. Mot-lver ing vir die geb:ruik van hier die 
o a 

stat is tiek wor d gegee en daar wor d aangedui hoedat dit r eduseer na 'n kwadratiese 

vor m plus 'n r ester m, wat na nul gaan., In hoofstuk 8 word die teorie van hoofstuk 

2 op hierdie statistiek toegepas om die vor m van di e a simptotiese verdeling te vind. 

Die ka.rakteris t ieke funksie en sekere kritieke waar des van die asimptotiese verde= 

ling word ook gevind. In hoof stuk 9 wor d die statistiek van hoof stuk 7 v6rgelyk met 
2 

die ekwivalent van W (sien paragraaf 1. 2) vir die huidige hipotese. As maatstaf van 
n 

7 
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doeltreff endheid gebruik ons weer die teorie van Bahadur hellings. Die mag van 

die sta t istiek van hoofstuk 7 word ook gevind vir bepaalde klasse van alternatiewes. 

In die aanhangsel word 1n aantal algemene resultate gegee wat deurgaans ge= 

bruik word. 

1. 5 NOTASIE 

Sekere simbole word deurgaans gebruik en ons gee hier die betekenis daarvan: 

(i) ¢ (x) dui die N (0, 1) digtheidsfunksie aan, d. w. s. : 

_1. 2 
¢(x) = (2n ) 2 exp (-½x ) 

terwyl ~(x) die N(O, 1) distribusiefunksie aandui, d, w. s: 

X 
~ (x) = _ fx, ¢ (y )dy. 

Ons s al ook skryf: H(x) = ~-
1

(x) (die inverse van ~(x )) en 
2 -2 d 

h(x ) = H' (x) = ¢(H(x)) , met H' (x) = dx H(x). 

(ii) a = ~-\1/n+l) 
n 

= H(l/n+l), n = 1, 2, ••• 

(iii) Die or de s imbole o, 0, o en O het hulle gewone betekenis terwyl 
p p 

g (x) ~ g *(x), as x + x , beteken dat: 
0 

g (x)/g*(x) _,.. 1 as x ..... x • 
0 

(iv) Vir 'n ry stogastiese veranderlikes [X } en 'n stogastiese veranderlike X 
n 

beteken D(X ) ➔ D(X), as n ➔ a,, dat die verdeling van X konvergeer na die 
n - n 

verdeling van X, as n -,- (X). 
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(v) X. , i = 1, 2, .•. , n, word in die algemeen gebruik vir die i-de rangorde sta= 
m 

tistiek in 'n steekproef van grootte n uit 'n populasie met distribusiefunksie F, ter= 

wyl U. , i = 1, 2, ••. , n altyd daarop dui dat F die distribusiefunksie van die uni= 
lil 

forme verdeling oor (0, 1) is. 

(vi) Vir die verskil U. - i/n+l sal ons V. (i = 1, 2, . •• , n) skryf. 
m m 

(vii) Vir 'n funksie g(x) sal ons g. skryf vir g(i/n+l). Netso salons vir 'n funksie 
lil 

g*(x, y), g~. skryf vir g*(i/n+l, j/n+l), ens. vir funksies in hoer dimensies. Soms 
lJll 

sal dit wel gebeur dat (g. } bloot 'n ry getalle is en nie gelyk is aan g(i/n+l) nie. 
lil 

(Sien bv. (vi) hierbo. ) Dit sal egter uit die bespreking volg waarvoor g. staan. 
. lil 

(viii) Die simbole R , R
1 

, R
2 

, •• • , sal altyd terme aandui wat na nul gaan indien 
n n n 

n ➔ ex,. Dieselfde simbool kan op verskillende plekke egter verskillende resterme aan= 

dui. 

(ix) Vir 'n reele getal x dui [x] die grootste heelgetal kleiner of gelyk aan x aan. 

(x) Vir ken m heelgetalle dui 6km die Kronecker- delta aan, d. w. s. 

6 = 
km 

(0 ask f m 
[ 1 ask= m 
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HOOFSTUK 2 

ALGEMENE STELLINGS IN VERBAND MET DIE ASIMPTOTIESE VERDELING VAN 

KWADRATIESE VORME 

2. 1 VOORAFGAANDE LEMMAS 

Laat soos in hoof stuk 1, T gegee word deur 
n 

-1 n -1/2 n 
T = n I: c .. Z .z. + n I: d. Z. = T

1 
+ T

2 
(se) 

n . . 
1 

1Jn 1 J . 
1 

m 1 n n 
l,J= 1= 

(2. 1. 1) 

Ons neem deurgaans aan dat ( Z.} onafhanklik en identies verdeelde stogastiese 
1 

ver anderlikes is, met EZ
1 

= 0, EZ: = 1, Ez! = S en E Z~ = a.met a., IS I < eo, 

Die (c . . } en (d. } is reele getalle wat voldoen aan die vereiste dat: 
lJn lil 

c.. = c .. , i, j = 1, ... , n. 
lJn Jlll 

Ons stel en bewys nou 'n aantal lemma s wat nodig is vir die bewyse van 

die later e stellings. 

In die eerste lemma gee ons uitdrukkings vir die eerste twee momente van 

T : 
n 

Lemma 2. 1: Met T soos in (2. 1. 1) geld dat n 

en: 

-1 n 
ET = n I: c .. 

n i=l nn 

-2n 2 -2n 2 
Var T = (a. - 3)n ~ l c.. + 2n I: c .. 

n 1- 11n . . 
1 

1Jn 
1, J= 

n n 
+ n- 1 I: d~ + 2Sn- 312 I: c . . d .• 

m 
1
. __ 

1 
nn m 

i=l 

Bewys : Die eerste deel volg dadelik. Vir die tweede deel is: 
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2 -2 
Tl = n I: c. . c Z. Z .z Z 

n . . 1Jn rsn 1 J r s 
1,J,r,s 

2 -2 2 -2 2 -2 -2 
: . E T

1 
= an I: c.. + n I: c. . + n I: c. . c.. + n I: c. . c .. 

n i un iij lJll iij lJll Jlll iij un JJll 

-2 2 -2 2 -2 -2 2 -2 2 
= an I: c.. + 2n I: c. . + n I: c .. c .. - 2n I: c.. - n I: c .. 

l
. llll . . lJll . . llll JJll 

1
. llll 

1
. llll 

1, J l, J 

-2 2 -2 2 -1 2 
= (ex. - 3 )n I: c. . + 2n I: c . . + (n I: c . . ) 

. llll . . lJll . llll 
1 1, J 1 

Dit is duidelik dat: 

ET =ET =n- 1 I:c 
ln n . iin 

l 

.'. Var T = E T
2 

- (ET ? 
ln ln ln 

-2 2 -2 2 = (ex. - 3)n I: c.. + 2n I: c .. 
. llll . . lJll 
1 1, J 

Ook geld dat: 

en: 

T 2 = n-l I: d. d. Z.Z. 
2n . . lll Jll 1 J 

1, J 

. ET2 = -1 "d2 .. 2 n L, • n . m 
1 

T T = - 3/ 2 I: ci Z Z Z 
ln 2n n .. kcijn~lm i j k 

1 , J, 

.'. ET
1 

T
2 

= n-
3

/ 2 I: c .. d. EZ~ 
n n . un m 1 

1 

-3/2 = ~n ~ c .. d .• 
i un m 

Nou is : 

Var T = Var (T
1 

+ T ) 
n n 2n 

= Var Tln + Var T2n+2Kov(Tln' T2n) 

= Var T + E T
2 

+ 2E T T 
ln 2n ln 2n 
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. - 2 2 - 2 2 -1 2 - 3/2 
.. Var T = (a - 3)n I: c . . + 2n I: c. . + n I: d. + 213n I: c . . d. 

n . un . . 1Jn 
1
. m 

1
. 1m m 

l l, J 

wat die bewys voltooi. 

Hierdie resultaat kom handig te pas in die bewys van die volgende lemma: 

Laat [c:'t'. ; i, j = 1, ..• , n} en [d;'t'; i = 1, ..• , n} ook reele getalle wees 
l~ lil 

sodat c:'t'. = c~ , i , j = 1, . . . , n. Dan geld die volgende: 
lJn Jlll 

Lemma 2. 2: Laat T soos in (2. 1. 1) wees, en laat: 
n 

-1 -1/2 
T* = n I: c* Z Z + n I: di'" Z .• 

n . . ijn i j . m 1 
l,J l 

Gestel dat as n -+ oo geld: 

2 n 2 
(i ) n- I: (c . . - c~. ) = o(l) 

. , l lJn l]n l,J= 

-1 n 2 
(ii)n I: (d . - d;'t') = o(l). 

i=l m m 

Dan is Var (T - T*) = o(l) as n -+ co. 
n n 

Bewys: Ons het dat: 

-1 -1/2 
T - T* =n I: (c . . - c~. )Z.Z. +n I:(d. - di'" )Z .• 

n n . . l]n 1Jn l J . m m l 
l, J l 

Op hierdie kwadratiese vorm kan ons nou lemma 2. 1 toepas om te vind dat: 

-2 2 -2 2 -1 2 
Var(T - T*) = (a - 3)n I: (c.. - c:'t'. ) + 2n I: (c.. - c~. ) + n I: (d. - di'" ) 

n n . llll llll . . lJn lJn . m m 
l l, J l 

+ 2i3n- 312 I: (c.. - c;'t'. )(d. - d~ ) 
. 1m un m m 
l 

Die eerste drie terme is o (1) volgens (i) en (ii). Vir die laaste term het ons dat: 

ln- 312 I: (c .. - c~ )(d. - d~ )I< [(n- 2 I: (c .. - c~ >2Hn-l I: (d. - di'" >2)J112 
. un un m m - . nn 1m . m m 
l l l 

= o(l) as n -+ 00 
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Die resultaat volg dus. 

Opmerking: Die nut van hier die lemma is die volgende: 

Laat T en T* soos hierbo wees en gestel dat: 
n n 

D(T* - ET*)-+ D(Y ) as n -+ oo, 
n n 

vir een of ander stogastiese veranderlike Y. 

Onder die kondis ies van die lemma s al dan ook geld dat 

D (T - ET ) -+ D (Y) as n -+ oo. 
n n 

Ons sien dit as volg: 

Aangesien Var(T - T*) = o(l) is ook: 
n n 

Var[ (T - ET ) - (T* - ET*)] = o(l) 
n n n n 

sodat (T - ET ) - (T* - ET*) = o (1) en dus het T - ET en T* - ET* dieselfde 
n n n n p n n n n 

asimptotiese verdelings. 

Ten slotte gee ons, sonder bewys, 'n lemma wat 'n belangrike rol sal 

speel in die bewys van die stellings wat volg. Die bewys kan gevind word in 

Billingsley (1968), bl. 25 : 

Lemma 2. 3: Laat [Xkn; k, n = 1, 2, ... } stogastiese veranderlikes wees sodanig 

dat vir elke vaste k geld: 

Gestel voorts dat: 

D~) -+ D(X) ask-+ oo. 

Indien nou vir elke o > 0 geld dat : 
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lim lim sup P[ I y - X I > 6 J = 0 
k ➔ co n ➔ co n kn-

dan sal ook D (Y ) ➔ D(X) as n ➔ 00 

n 

2. 2 ASIMPTOTIESE VERDELINGS BY SPESIALE KEUSES VAN DIE KONSTANTES 

Ons sal vervolgens spesiale keuses van {c .. } en {d. } beskou en in die 
lJn lil 

gevalle die asimptotiese verdeling van T karakteriseer. Die aannames op die 
n 

{z.} soos in die vorige paragraaf wor d hier deurgaans gemaak. 
1 

In die eerste stelling is die vorm van die konstantes van so 'n aard dat 

ons die sentrale limiet teorie van lemmas a l en a2 in die aanhangsel kan toepas. 

Stelling 2. 1: Laat: 

-ln -1/2 n 
T = n 6 c.. Z.Z. + n 6 d. Z. en gestel [c . . } en [d. } is so dat: 

n i, j=l lJn 1 J i=l lil l l]n lil 

M 

c .. = 6 y b. b. 
1Jn m =l m 1mn Jmn 

i, j = 1, . • . , n 

M 
en d . = 6 6 b . 

m m =l m 1mn 
i = 1, . .. , n 

vir seker e getalle { y } , [ 6 } en {b. } wat voldoen aan: 
m m 1mn 

-1 n 
(Bl) n 6 b . nb . kn➔ 

lffi 1 
i=l 

6 as n ➔ co 
mk 

(B2 ) Vir m = 1, 2, • . . , M geld dat 

n- 1 / 2 makslb I = o (l ) as n ➔ co, 
l<i<n imn 

Dan geld dat : 

D(T )➔ 
n 

M M 
D( 6 y Y

2 
+ 6 6 Y ) 

mm mm 
m =l m =l 

en 
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M 
2 

M 
D (T - ET ) -+ D ( }: y (Y - 1) + }: 6 Y ) as n -+ co 

n n m=l m m m=l m m 

waar Y 
1

, • •• , Y M onafhanklik normaal verdeelde stogastiese veranderlikes is met 

2 
EY. = O; EY. = 1 i = 1, • . • , M. 

l 1 

Bewys: Substitusie van c .. en d. in T lewer: 
13n m n 

M 
T = }: [n- 112 }:b_ Z .][o + y n- 112 }:b_ Z .]. 

n 
1
. 1mn 1 m m 

1
. 1mn 1 

m=l 

Volgens lemma a2 volg dan dat: 

M 
D (T ) -+ D ( }: Y (6 + y Y ) ) as n -+ co, 

n m=l m m m m 

Ook is : 
- 1 

ET = n }:c . . 
n i u n 

M 
= }: y [n- l }: b~ ] 

m ==l m i imn 
-+ 

M 
}: y volgens (Bl). 

m 
m=l 

: . D (T - ET ) -+ 
n n 

M 
2 

M 
D ( }: y (Y - 1) + }: 6 Y ) wat die bewys voltooi. 

m m mm 
m=l m=l 

Opmer king: 

Ons sien dat die asimptotiese verdeling in hierdie geval 'n redelik eenvou= 

dige vorm het, sodat die karakteristieke funks ie bereken kan word. Hierdie karakte= 

ristieke funksie kan dan met mindere of meer dere moeite omgekeer word afhangende 

van [y } en [o }. 
m m 

In die volgende stelling is die kondisies op die getalle van so 'n aard dat 

die resultate van lemma 2. 2 t oegepas kan word. Ons kry dieselfde resultaat as in 

stelling 2. 1, maar onder swakker kondisies. 
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Stelling 2. 2: Laat [ c .. } , [ d. } , [y } , [ 6 } en [b . } reele getalle wees, 
1Jn m m m 1mn 

sodat [b. } voldoen aan (Bl ) en (B2). 
1mn 

Gestel die volgende word ook bevredig: 

(Cl) 

(Dl) 

(CBl) 

-2 n 2 
n I: c . . 

. . l l Jn 
1, J= 

-1 n 2 
n I: d. -+ 

i=l ill 

M 2 
+ I: y < co, 

m =l 
m 

M 
I: o2 < co. 

m 
m =l 

- 2 n 
n I: c.. b. b . -+ 

. . 
1 

1Jn 1mn Jmn 
1, J= 

-1 
n 

y , m = 1, 2, ••• , M en 
m 

(DBl) n I: d. b . -+ 6 , as n -+ co, 

i=l ill 1mn m 

Met T soos tevor e geld dan da t : 
n 

D(T - ET ) + D( ~ y (Y
2 

- 1) + ~ 6 Y ). 
n n m =l m m m =l m m 

Bewys: Stel: 
M 

c~. = I: y b. b. 
1Jn m =l m 1mn Jmn 

dan volg dat: 

-2 2 -2 2 
n I: (c .. - c~. ) = n I:(c .. - I: y b . b. ) 

. . lJn lJil . . lJil m 1mn Jmll 
1, J 1, J m 

-2 2 - 2 -1 2 
= n I: c . . - 2 I: y (n I: c. . b . b. ) + I: y yk(n I: b. b

1
.kn) 

1Jn m 1Jn 1mn Jmn k m . rmn i, j m i, j m, 1 

M 2 M 2 M 2 
+ I: y - 2 I: y + I: y = 0, as n -+ co, volgens (Bl), (Cl) en (CBl). 

m m m 
m =l m =l m =l 
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. -2 " ( _ * )2 _ . . n L, c . . c. . - o(l) a s n + oo. 
. . lJn 1Jn 
1, J 

Laat nou: 
M 

d* = I: 6 b . . 
in m 1mn 

m=l 

Dan het ons dat : 

- 1 2 -1 2 
n I: (d. - d'!'r ) = n I: (d. - I: 6 b ) 

. m m .m m imn 
1 1 m 

-1 2 -1 - 1 
= n I: d - 2 I: 6 (n I: d. b. ) + I: 6 6k(n I: b . b.kn) 

in m . m 1mn k m . 1mn 1 
i m 1 m, 1 

M M M 
+ I: 6 

2 
- 2 I: 6 

2 
+ I: 6 

2 
= 0 

m m m ' 
m =l m=l m =l 

a s n ·+ 00 volgens (Bl), (Dl) en (DBl). 

n-l I: (d. - d?'r l = O(l) 
. m m 

as n ·➔ 00• 

1 

Uit lemma 2. 2 volg dus dat 

Var(T - T*) = O(l) as n oo, 
n n 

Maar volgens stelling 2. I geld D (T* - ET*) + D (1: y (Y
2 

- 1) + I: 6 Y ) as n + oo, 
n n mm mm 

m m 
Die resultaat volg dus. 

Opmerkings: (i) Die motivering vir bostaande keuse van ctr. end:,\" sal later 
lJn lil 

gegee word. (Sien opmerking (iv), bl. 30 . ) 

(ii) In bostaande twee stellings was M eindig. In die volgende 

twee stellings word dit uitgebrei na die geval waar M oneindig is. In hierdie gevalle 

is die aannames wat gemaak moet word, egter strenger. 

Stelling 2. 3: Laat [y }, [ 6 } en [b. } reele getalle wees, met [b. } wat vol= 
m m 1mn 1mn 

doen aan (Bl). Gestel dat die volgende ook geld: 
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(C2) 
-2 

n 
2 CX) 2 

n I: c .. -+ I: y < CX) 

lJll m 
i, j=l m =l 

(D2) 
-1 

n 
d~ 

CG 

02 n I: ➔ I: < GO 

i=l 
lil 

m =l 
m 

(CB2) 
-2 

n I: c.. b . b. -+ 
lJll lffill Jffill 

i, j 

(DB2) 
-1 

n I: d. b. -+ 
i m 1mn 

o , as n ➔ CX) 

m 

(fl) 

(61) 
CX) 

I: 
m=l 

lo I< CX) 

m 
en 

(B3) lb. I < b < CX) vir alle i, m, n. 
1mn -

Met T soos tevore geld dan dat: 
n 

D(T - ET ) -+ 
n n 

Bewys : Stel: 
n 

c~. = Z: y b. b. • 
13n m =l m 1mn 3mn 

Ons toon dan eers aan dat: 

-2 2 
n I: (c.. - c~. ) = o (1) as n -+ CX), 

. • l Jil lJil 
1, J 

Beskou 'n vaste N en stel: 

-2 N 2 
AN = n I: (c .. - I: y b. b. ) 

n 13n m =l m 1mn Jmn i, j 

(2. 2. 1) 

2 2 N 2 N -1 2 
= n- I: c . - 2 t:: y (n- I: c .. b. b. ) + I: y yk(n I: b. b.kn) 

i, j iJn m =l m i, j lJil 1mn 3mn m, k=l m i 1mn 1 
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oo N 
I: y2 - 2 I: + 

m =l m 

2 
I: y ' m 

m =N+l 

00 

as n 

00 2 00 2 
Aangesien mt l y m < 00 is, sal dus I: y = o (1) as N ➔ oo. 

lim lim 
N➔ oo n ➔ oo 

m =N+l m 

Ons wil aantoon dat A = o(l) a s n ➔ 00• Nou, vir vaste N < n is: 
nn 

-2 n 2 
A = n I: (c.. - I: y b. b . ) 

nn 13n m =l m 1mn Jmn i , j 

-2 N n 2 
= n I: [ (c. . - I: y b. b. ) - I: y b . b . ] 

i, j 13n m =l m 1mn Jmn m =N+l m 1mn Jmn 

-2 n 2 -2 N n 
= A + n I: [ I: ym b. b. ] - 2n I: [c . . - I: y b. b. ][ I: y b. b . ] 

Nn i, j N+l 1mn Jmn i, j 1Jn m =l m unn Jmn N+l m 1mn Jmn 

lim lim 
Ons het reeds aangetoon dat: N ➔ 00 n ➔ oo 

Beskou nou BNn: Omruiling van die volgor de van sommering gee: 

n -1 2 
BNn = I: ym yk (n I: bimn bikn) 

m,k=N+l i 

CX) I I lim Aangesien I: y < 00 is, volg dat N-+ co 

m=l m 
lim I B I = O. 

n -+ co Nn 

Ook is: 
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n -2 
CN = I: y (n I: c . . b. b. ) -

n N -1 2 
I: I: y yk(n I: b. b.kn) • 

n N 1 m . . 1Jn 1mn Jmn 
m = + 1, J m=N+l k=l m i lmn 1 

Met behulp van die ongelykheid I a I :: 1 + a 
2 

vind ons dat: 

2 n 2 4 N n 
IC I < b I: IY I (n- I: I c .. I)+ b ( I: IY I)( I: IY I) 

Nn - N 1 m . . lJil 1 m N 1 m + 1, J m = m = + 

2n 2 2 4N n 
< b I: IY I (1 + n- I: c. . ) + b ( I: IY I )( I: IY I ), 
- N m . . 1Jn 1 m N 1 m +1 1, J m = m = + 

Hieruit volg dus dat: 

lim 
N --;- oo 

lim IC I = 0 
n ➔ 00 Nn 

:. A = o(l) as n ➔ oo 
nn 

-2 2 
d w. s. n I: (c.. - c~. ) = o(l) as n ➔ oo, 

. . lJil lJil 
1, J 

Onder die gestelde voorwaardes volg op analoe wyse dat: 

n 
-1 2 

n I: (d. - d~ ) = 0 (l) a s n + 00 waar d* = I: o b. • 
i m m ' in m =l m 1mn 

Indien ons nou stel: 

T* = n- l I: c* Z Z + n- l / 2 I: d* Z 
n . . ijn i j 

1
. in i 

1, J 

dan hoef ons volgens lemma 2. 2 slegs aan te toon dat: 

D(T* - ET*) 
n n 

00 2 00 

+ D( I: y r:£ - 1) + I: o Y ) 
m=l m m m =l m m 

Nou is dit duidelik dat ons kan skryf: 

n 2 2 n 
T* - ET*= I: y r:£ - S ) + I: o Y 

n n m =l m mn mn m =l m mn 

as n + 00 • 

1/2 n 2 -1 2 
waar Y = n- I: b. Z. en S = n I: b. • 

mn i=l 1mn 1 mn i 1mn 
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k 2 2 k 
Definieer X = L'. y (Y - S ) + L'. o Y dan volg dadelik uit 

kn m =l m mn mn m=l m mn 

stelling 2. 1 dat : 

k 
2 

k 
D fX ) -+ D ( L'. y (Y - 1 ) + L'. o Y ) as n -+ co, 

,-Kn m=l m m m =l m m 

k 
2 

L'. y (Y - 1) + L'. o Y 
m m mm 

m =l m =l 

k 

Volgens Breiman (1968 ), bl. 47 is x
1

k en x
2
k beide konvergent met waar= 

skynlikheid 1, en dus ook ~' d. w. s . 

co 2 co 
D ( L'. y (Y - 1) + I: o Y ) as k -+ co, 

m=l m m m=l m m 

Aangesien T* - ET* = X , moet ons volgens lemma 2. 3 net aantoon dat: 
n n nn 

lim lim sup P [ I ~ y (Y2 - s2 ) + ~ o Y I > o J = O vir elke o > o. 
k -+ co n -+ co kl m mn mn kl m mn -m = + m -= + 

Beskou dus: 
n n n 

E [ I: y (Y
2 

- s
2 

) + I: o Y ] 
2 

< 2E [ L'. (Y
2 

- s
2 

) ] 
2 

m=k+l m mn mn m=k+l m mn - m =k+l ym mn mn 

n 
+ 2E[ I: o Y ]

2 

m =k+l m mn 

Ons het dat: 

G = 
kn 

n 
t Y Y E (Y2 - s2 )(Y2 - s2 ) 

kl mr mn mn rn rn 
m,r= + 
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= I: y y A (se). 
m r mrn 

m,r 

A = EY
2 

Y
2 

- s2 s2 
mrn mn rn mn rn 

en s2 s2 
= n-

2 
I: b~ b~ 

mn rn . . 1mn Jrn 
1, J 

i,j,s,t 
b. b. b bt EZ.Z .Z Zt 

1mn Jmn srn rn 1 J s 

= o:n- 2 
I: b~ b ~ + n-

2 
I: b~ b~ + 2n-

2 
I:b. b. b. b. 

i 1mn 1rn i=,j 1mn Jrn i=,j 1mn Jmn 1rn Jrn 

-2 2 = (a. - 3)n I: b . b~ + n-
2 

I: b~ b~ + 2n-
2 

I: b. b. b. b. 
. 1mn 
1 

1rn . . 1mn Jrn 1mn Jmn 1rn Jrn 
l,J i,j 

-2 2 
• A = (a. - 3) n I: b. 

2 -2 
b . + 2n I: b . b. b. b. 

mrn . 1mn 
1 

1rn . . 1mn Jmn 1rn Jrn 
1, J 

I Amrn I _:: b 
4 1 a. - 3 I n-l + 2b 

4 

.. Gkn_:: b
4 

I: h Y l<la.- 3ln-l + 2) mr 
m,r 

lim lim sup 
. ' k ➔ CX) n ➔ CX) Gkn = O. 

n 
Ook is: G* = E [ I: o Y 

kn m 
m=k+l 

] 2 
mn 

= I: o o EY Y 
m r mn rn 

m,r 

= I: o 6 (n-
1

I: b . b.) 
m r . 1mn 1rn 

m, r 1 

G* < b
2 r: lo o I 

kn- m r 

. lim 
. 'k -+ CX) 

m,r 

lim sup G* = 0 
Il ➔ CX) kn 

en die stelling volg dus. 

22 

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER



Opmerkings: (i) 'n Toepassing van hier die stelling sal in die volgende 

paragraaf gegee word. 

(ii) Kondis ies (fl), (61) en (B3) word nie altyd bevredig in gevalle 

wat ons wil beskou nie, en vir sodanige gevalle het ons die volgende stelling. 

Stelling 2, 4: Laat [c .. ; i,j = 1, ... , n}, [d.; i = 1, .. . , n}, [b. , i = 1, ... ,n}, 
1Jn m 1mn 

[y } en [6 } reele getallewees wat behalwe (B2), (C2) en (D2) ook voldoen aan die 
m m 

vol gen de: 

Daar bestaan 'n ry heelgetalle [k } , 
k k n 
n n 

a = I: I Y I , cr* = I: I 6 I 
n m=l m n m =l m 

met k -+ 
n 

n 
B = max In- l ~ b. b . - 6 I 

n m, r::: kn i=l 1mn 1rn mr 

n 
r = max In- 2 b b I < k I: c.. . . - y n m . . 

1 
1Jn 1mn Jmn m 

6 = n 

- n 1, J= 

-1 n 
max In I: d. b. - 6 I en 

m < k m 1mn m 
- n i=l 

n 
B* = max [n-2 I: b~ b~ J 

n m, r::: kn i==l 1mn 1rn 

dan geld: 

(BI'l) 
2 

B cr = o(l) 
n n 

(BM) 
2 

B cr* = o(l) 
n n 

(CBI'l) ra = o(l) 
n n 

(DB61) 6 a*= o(l) 
n n 

(Bf2) 
2 

B* cr = o (1) as n · -+ oo, 
n n ' 

00 as n -+ oo, sodat indien: 
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Onder hierdie voorwaardes sal (2. 2. 1) geld. 

Bewys: Die bewys verloop in hoofsaak soos die van stelling 2. 3. Ter wille van vol= 

ledigheid gee ons dit egter weer. 
k 
n 

Laat c~. = L'. y b. b 
1Jn m=l m 1mn jmn 

~ 
d* = L'. 6 b. . 
in m=l m 1mn 

Ons breek die bewys op in twee dele: 

(i) Eerstens toon ons aan dat: 

-2 2 
(a) n L'. (c.. - c~. ) = o(l) 

. . lJn lJn 
1, J 

-1 2 
(b) n L'. (d. - d~ ) = o(l) as n + o:>, 

. lil lil 
l 

Beskou geval (a): 

Kies N vas en stel 

-2 N 2 
FnN = n L'. (c. . - L'. y b. b. ) 

1Jn m =l m 1mn Jmn 
i' j 

-2 2 N -2 N -1 
= n L'. c.. - 2 L'. y (n L'. c.. b. b . ) + L'. y y (n L'. b. 

i, j 1Jn m=l m i , j 1Jn 1mn Jmn m, r=l m r i 1mn 

C0 2 
Die eerste term konvergeer na L'.

1 
y m volgens (C2 ). 

-2 
Ook sal n L'. c . . b . b. -+ y volgens (CBI'l) en 

lJn 1mn Jmn m 
i' j 

-1 
n L'. b. b. + 

i 1mn 1 rn 
6 volgens (BI'l ). 
mr 

lim F = ; 2 _ 2 ~ 2 + ~ y2 
n + o:, nN y m y m m 

m=l m=l m =l 

co 

= L'. y~ 
m=N+l 

2 
b. ) • 

1rn 
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co 

Aangesien I: y
2 

< co is, volg dus dat: 
m 

m=l 

lim 
N+ co 

lim F = O. 
n + C0 nN 

Verder het ons vir vaste N < k dat: 
n k 

N n 
2 -2 

F k = n I: [ (c.. - I: y b. b . ) - I: y b . b. ] 
Il . • lJil 

n 1, J m =l m 1mn Jmn m=N+l m 1mn Jmn 

= F - 2C + B 
nN nN nN 

(se) met F nN soos tevore, en 

k 
-2 n 2 

B N = n I:[ I: y b . b . J 
n i, j m =N+ 1 m iron Jmn 

k 
n 

-1 
y y [n 
mr 

I: b. b. ]
2

< I: h Y ll(n-
1

I:b. b. ?- 6
2 I 

. mm 1rn - m r . 1mn 1rn rm 
m, r=N+l 1 m, r 1 

m,r 

k 
n 2 

+ I: y 
m 

m ==N+l 

k 
n 

h Y I ln-l I: b . b . - 6 I ln-l I:b. b . + 6 I + I: y
2 

m r . 1mn 1rn rm . 1mn 1rn rm N 
1 

m 
1 1 m= + 

< I: hmYr I [n-l I: b. b. - 6 ]
2 

+ 2 I: 
1mn 1rn rm 

m,r i 
I 11 

-1 I n I:b b - 6 6 ym yr iron irn rm rm 
m, r i 

k k 
n 2 n 2 

I: y +I: y. 
m =N+l m N+l m 

Uit die kondisies volg dus dat 

lim 
N + co 

lim sup B = O. 
n + co nN 

k 
n 2 

+ I: y 
m 

N+l 
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k k 
n -2 n N -1 2 

C N = E y (n E c.. b. b . ) - E E y y (n E b. b. ) 
n m =N+l m i, j lJil 1mn Jmn m =N+l r=l m r i 1mn 1rn 

k 
n - 2 

IC N I < E h I In E c . . b . b. - y I 
n - N 

1 
m . . 13n 1mn Jmn m 

m = + 1 , J 

k 

k 
n 

2 
+ E y + 

m 
m=N+l 

k 

+ 
n N l 

E E I y y I [n- E b. b . - 6 
m =N+l r =l m r i 1mn 1rn 

2 n N 1 
J + 2 E E IY y I In- Eb. b . 

mr N 
1 1 

m r . 1mn 1rn 

- o lo 
mr mr 

k 
n 

< I'cr + E 
nn 

m =N+l 
k 
n 

2 2 2 
y + B cr+ 0 
m n n 

2 2 
=I' cr + E y + B cr 

nn Nl m nn m = + 

lim lim sup I C I = 0. 
· · N -+ co n ➔ co nN 

Dit volg dus dat : 

lim F = 0 sodat (a) geld. 
n ➔ co nk 

n 

m = + r= 1 

Om (b) te bewys kan ons op analoe wyse te werk gaan. 

(ii) Stel: 

T* = n- l E c* Z Z + n l / 2 E d* Z 
n . . i jn i j 

1
. in i 

1, J 

dan s al die stelling volg sodra ons k4n aantoon dat die verdeling in die regterkant 

van (2. 2. 1) optree as die asimptotiese verdeling van T* - ET*. 
n n 

Nou is dit duidelik dat: 
k k 
n 2 

T* - ET* = E y (Y 
n n m =l m mn 

2 n 
- S ) + E 6 Y waar Y 

mn m =l m mn 
= -1/2 "b Z n L, • • 

mn 1mn 1 
i 
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en s2 = n - l I: b 2 . 
mn imn 

i 

Definieer: 
k k 

2 2 
x_ =I: Y rt -s ) +I: 6 Y 
-K,n m=l m mn mn m=l m mn 

dan volg uit stelling 2. 1 dat : 

D(Xk ) 

k 
2 

k 
+ D ( I: y rt - 1) + I: 6 Y ) as n ...,.. co. 

,n m m mm 
m =l m =l 

Indien ons stel: 

k 
2 

k 
x_ = I: Y rt - 1) + I: 6 Y 
-K m m mm 

m =l m =l 

dan volg soos by stelling 2. 3 dat: 

co 2 co 
D ( I: y rt - 1 ) + I: 6 Y ) as k + co. 

m =l m m m =l m m 

Aangesien nou geld dat 

T* - ET* = x_ n n - k n' 
n' 

hoef ons volgens lemma 2. 3 net aan te toon dat: 
k k 

lim lim SUp P[ I t y rt2 s2 ) + t 6 Y I > 6 J = 0 vir elke 6 > O. 
k + co n + co kl m mn mn kl m mn -m = + m = + 

Beskou dus :k 
k 
n n 2 

A_ = E [ I: Y rt -
·· K,n k 

1 
m mn 

s2 ) + r: o Y ] 2 
mn kl mmn m = + 

k 
n 2 

< 2E [ I: Y rt -
m mn 

m =k+l 

= 2(G + G* ) 
k,n k,n 

m = + 

k 
n 

s2 
) ] 

2 
+ 2E [ I: 6 Y ] 

2 

mn kl mmn m = + 

(se). 

27 

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER



Beskou Gk en stel: ,n 

A = E (Y2 - s2 ) (Y2 - s2 ) 
mm mn mn m m 

dan volg soos by stelling 2. 3 dat: 

-2 2 2 -1 2 
A = (a - 3)n Lb. b. + 2(n Lb. b. ) . 

mm i 1mn 1rn i 1mn 1m 

Ons het dus dat: 

~ 
o<Gk < L IY y IIA I. 

- , n - k 
1 

m r mm m,r= + 

< la- 3J L Jy y l(n-
2

Lb~ b~ ) + 2 L Jy y J(n-
1

Lb. b. ? 
m r . 1mn 1rn m r . 1mn 1m 

m, r 1,- 1 m, r 1 

2 .il 2 2 2 k.n 2 
< I a - 3 J B*a + 2 L y + 2B a + 4B 2.; y , soos tevore 

n n m=k+l m n n nm=k+l m 

. lim 
k -+ co 

lim sup G = O • 
n -+ co k,n 

Konvergensie van Gk* na nul volg analoog en ons kan dus se dat ,n 

D(T* - ET*) -+ 
n n 

co 2 co 

D( L y (Y - 1) + L o Y ) 
m m mm 

m =l m=l 

sodat die stelling volg. 

Opmerkings: 

as n -+ co 

(i) Let op dat (Bfl) en (Bill) bloot uitbreidings is van (Bl) en (CBT'l) en (DBM) 

van (CB2) en (DB2) respektiewelik. 

Ci ) Toepassing van hierdie stelling sal in 'n latere hoofstuk gegee word. 

(iii) Ons toon nou aan dat daar goeie rede bestaan waarom bostaande stellings be= 

hoort te geld vir 'n wye keuse van [c .. } en [d. }. 
l Jn lil 

Laat: 

c.. = c<-i 
1 

, _L
1
) end. = d<-i 

1
) 

lJn 'n+ n+ lil 'n+ 
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1 1 2 1 2 
waar c(x, y) = c(y, x), J J c -(x, y)dxdy < 00 en J d (x)dx < 00 met c(x, y) en 

0 0 0 

d(x) reele meetbare funksies op die eenheidsvierkant en eenheidsinterval respektie= 

welik. 

Volgens die teorie van integraalvergelykings is dit dan bekend dat daar 

'n stelsel funksies [g (x)} op (0, 1) bestaan, wat ortonormaal is d. w. s. 
r 

1 
J g (x)g (x)dx = 6 
o r s rs 

en 'n ry getalle [ y } gegee deur 
r 

1 1 
y = J J c(x, y)g (x)g (y)dxdy 

r o o r r 

00 2 1 1 2 
sodat I: y = J, J c (x, y)dxdy (< oo) 

r=l r o o 

1 
en g (x) y = r c(x, y)g (y)dy 

r r o r 

terwyl 

) - 1. i. m. 
c (x, Y - N -+ oo 

N 

I: y rgr (x)gr (y ) 
r=l 

(2. 2. 2) 

(2. 2. 3) 

(2. 2. 4) 

(2. 2. 5) 

(2. 2. 6) 

waar die konvergensie r egs dui op konvergensie in gemiddelde kwadraat. Die 

[g (x)} staan bekend as die eiefunksies en die [y } as are eiewaardes van c(x, y) 
r r 

(sien Tricomi (1957), bl. 106). 

Onder sekere voorwaardes (bv. as die stelsel [g (x)} volledig is), 
r 

bestaan daar ook 'n ry getalle [ 6 } gegee deur: 
r 

6 
1 

= f d(x)g (x)dx 
r o r 

(2. 2. 7) 

00 

62 = / d
2

(x)dx sodat I: (< oo) 

r =l 
r 0 

(2. 2. 8) 
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N 
t 1 d ( ) 1. i. m. Z:: 6 g (x). erwy x = N -+ 

00 r=l r r 

Aangesien die aantal eiewaardes M oneindig kan wees behoort ons bv. 

stelling 2. 4 toe te pas. Aanges ien stelling 2. 2 goed hiermee ooreenkom en die heu= 

ristiese argument wat volg beter gestel kan word in terme van hierdie stelling, laat 

ons aanneem M is eindig en stelling 2. 2 toepas. 

i 
Laat b. = g <-

1
), m = 1, ... , M dan is dit redelik om te verwag 

1mn m 'n + 

dat die Riemann som in (Bl) konvergeer na die integraal in (2. 2. 2) sodat ons kan 

verwag dat (Bl) bevredig sal word. Indien die [g (x)} redelike funksies is, kan ons 
r 

ook verwag dat (B2) bevredig word. Die Riemann dubbelsomme in (Cl) en (Dl) 

kan ons verwag sal konvergeer na die integrale in (2. 2. 4) en (2. 2. 8) sodat dan ook 

(Cl) en (Dl) bevredig wor d. U it (2. 2. 3) en (2. 2. 7) lyk dit ook of ons kan verwag dat 

(CBl) en (DBl) bevredig s al wor d. 

Dit is dus redelik om te verwag dat stelling 2. 2 in hierdie situasie van 

toepassing is. 

(iv) Ons gee vervolgens ook 'n intuitiewe rede waar om ons telkens c~ en d~ kies as: 
lJn lil 

k 
n 

c~. = Z:: y b. b. en 
13n m =l m 1mn Jmn 

k 
n 

d* = Z:: 6 b 
in m=l m imn' 

Beskou weer die situasie soos in (iii) hierbo. Dan is: 
k t i _j_ 2 

ymgm ~+l )gm ~+1 )) 
m =l 

-2 2 -2 
n Z:: (c.. - c~. ) = n Z:: (c .. -

. . lJn lJn . . lJn 
1, J 1, J 
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Beskou nou 'n vaste N en stel: 

Ons sal dan verwag dat: 

DnN + f / [c(x, y) - ~ y g (x)g (y)]
2
dxdy 

o o m =l mm m 

as n + co, 

Maar volgens keuse van [y } en [g (x)} sal IN · + 0 as N + co, 
m m 

lim 
. . N ... co n + co DnN = O • 

Ons kan dus verwag dat onder redelike voorwaardes sal Dnk = o(l) as n + co 

n 
en dus 

-2 2 
n r: (c.. - c~. ) = O(l) as n + co, 

. . lJn lJn 
1' J 

Net so sou ons verwag dat onder redelike voorwaardes sal 

-1 2 
n r: (d. - d~ ) = o(l) as n ➔ co • 

. m m 
1 

In die geval sal T - ET dus die asimptotiese verdeling van T* - ET* 
n n n n 

he, en soos bostaande bewyse getoon het is dit redelik maklik om kondisies te 

vind waaronder T* - ET* 'n bepaalde asimptotiese verdeling het. 
n n 

1 -1 
(v) Indien T = n r: c.. Z.Z. 

n . . lJn 1 J 
1, J 
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dan sal onder kondisies (B2 ), (C2 ), (Bfl ), (CBfl) en (Bf2) geld dat : 

CXl 2 
-+ D ( 6 y (Y - 1 ) ) a s n -+ 00• 

m m 
m=l 

Die bewys hiervan volg net soos die bewys van stelling 2. 4 deur net die 

lineere term weg te laat. 

2. 3 VOORBEELD 

As voorbeeld van die toepassing van die teorie van paragraaf 2. 2 beskou 

ons Q (W) van hoofstuk 1 met gewigsfunksie W = 1. 
n 

Voordat ons hiermee voortgaan, beskou eers die volgende opmerking. 

Ons het tevore gesien dat ons vir Q (W) kan skryf: 
n 

n+l 
= c1+1 Is )2(n+l)-1 6 c .. 1 z.z. 

l Jn + 1 J 
n+l i , j=l 

n-1 
met c .. = n- l 6 W f / )1j/ ( / , k / )1j/ (j / k / ). 

1Jn k=l n n n n' n 

Laat nou: 

1 
c(x, y ) = f W(u)1j/ (x, u)$ (y, u)du 

0 

dan sal vir 'n redelike keuse van W geld dat: 

-1 n- l k k k 1 
n 6 W( / )$ (x, / )$ (y, /) -+ f W(u)$ (x, u)$ (y, u)du = c(x, y) 

k=l n n n o 

sodat vir n groot is c .. ongeveer c (i / , j / ). Indien ons nou een van die vo r ige 
1Jn n n 

stellings wil toepa s kan ons dus m , b. v. opmerking (iii ) aan die einde van 

paragraaf 2. 2 en c (x, y) soos hierbo p r obeer om die getalle [y } en {b . } te vind. 
r 1rn 
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Beskou nou weer die voorbeeld d. w. s. : 

-1 n-l i k j k 
met c.. = n ~ * ( I , I >* ( I , I ). 

1Jn k=l n n n n 

Met hierdie keuse van [ c . . } wil ons nou een van die stellings toepas. 
lJn 

Let op dat aangesien d. = O, verval die kondisies waarin d. en 6 voorkom. 
1n m r 

Om die getalle [ y } en [b. } te vind, maak ons nou gebruik van die op= 
r 1rn 

merking hierbo. Laat dus: 

1 
c (x, y) = f * (x, u)* (y, u)du. 

0 

Dan is duidelik £ l J
0 

l c 
2 

(x, y)dxdy < 00• Dit volg dadelik dat: 

c(x, y) = [ 1/2(x
2 

+ y
2

) - y + 1 /3 

2 2 
{ 1 / 2 (X + y ) - X + 1 /3 

vir x < y 

vir y:: x. 

Ons toon nou aan dat die eiewaardes en eiefunksies van c(x, y) gegee word 

deur: 

yr = ( I rrr>2 
r = 1, 2, ... 

en g (x) = ./2 cos (rnx) 
r 

Nou: } c (x, y)g (y)dy 
o m 

= / * (x, u)[ Jg (y) *(y, u)dy ]du 
O o m 

1 u 1 = f * (x, u)[ f (1 - u)g (y)dy - r ug (y)dy]du 
o o m u m 
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1 1. ll 1.1 
= r w(x, u)[{l-u)22 I cos{mny)dy-· u22 r cos{mny)dy]du 

0 0 U 
1 

= J 1 W{x, u)[22sin(mTTU}]du 
o mn 

= 2½ / [- J x u sin{mTTU)du + r1 {1- u)sin{mTTU)du] 
m n o x 

1. - 2 mn 11 = 22 
/ [- {mn) J z sin zdz - cos mTTU/mn ] 
m n o x 

1. -2 mn 
= 22 

/ [- {mn) {sin z - z cos z) I - cos mn/mn + cos {mnx)/mn] 
m n o 

1 

=(22 / ) cos {mnx)/mn 
m n 

1. 2 
= 22 cos {mnx)/{m n) = y g {x) 

mm 

en die bewering geld dus. 

Let op dat: 

00 - 2 00 - 2 
I: Y = TT I: r = 1/6 < 009 r 

r =-01 r =l 

i 
en met b . = g t-=-

1
) geld: 

1mn m 'n+ 1 

1 1 

I b . I = 22 I cos {mni/n+l) I < 22 
1mn -

sodat kondisies (fl) en {B3) van stelling 2. 3 bevredig word. Ook is g {x) begrensd en m . 

kontinu in x, vir elke m, sodat die Riemann som in {Bl) konvergeer na die integraal 

1 
J g {x)g {x)dx = 6 
o m r mr 

sodat {Bl) geld. 

Verder het ons dat: 

-2 2 
{n + 1) I: c.. 

1 . . l]Il+ 
1, J 

- 4 
= {n+l) I: W. W. W. W . • 

. . lrll Jril l Sn )Sn 
1,J,r,s 
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Aangesien w (x, y) begr ensd en byna oral (m. b. t. Lebesgue maat) 

kontinu is, volg dat hierdie som konvergeer na die integraal 

1 1 1 1 
f f f f W (x, u )W (y, u)W (x, v)W (y, v)dxdydudv 
0 0 0 0 

1 1 2 00 2 
= J f c (x, y )dxdy = I: y 

o o m =l m 

sodat dus : 

- 2 2 
n ~ c. . ~ 

. . l Jn 
1 ' J 

en (C2) dus bevredig word. 

Ten slotte volg uit die begrensdheid en byna oral kontinuiteit van w (x, y ) en 

g (x) dat die dubbelsom in (CB2) konvergeer na die integraal 
m 

1 1 
J J c (x, y)g (x)g (y)dxdy = y 
o o m m m 

sodat (CB2) bevredig word. Stelling 2. 3 geld dus, sodat: 

00 -2 2 
D( I: (TT m) (Ym - 1)). 

m =l 
D(T - ET ) -t-

n n 

Opmerking: Let op dat ons hier nie die eksplisiete uitdrukking van c (x, y) nodig gehad 

het nie. 

Verder is : 
- 1 

ET = n I:c .. -+ 
n . llil 

1 

/ c(x, x)dx = 1 
/

6
• 

00 - 2 1 
Maar ook is I: (TTm) = I 

6 
m =-=1 

sodat dus : 

D(T ) · >­
n 

1 1 2 
6 £ W (x, u)dxdu 
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Uit die bespreking van paragraaf 1. 3 volg dus dat: 

Hierdie is presies die verdeling in (1. 2. 3 ), d. w. s. die asimptotiese 

verdeling van Q (1) en w
2 

in die geval W = 1 is dies elf de (onder H ). Hierdie resul= 
n n o 

tate is wat ons sou verwag aangesien die twee statistieke onder H essensieel die= 
0 

selfde is. Laasgenoemde feit sien ons as volg: 

Volgens Parzen (1964) bl. 100, kan ons w2 in die geval W = 1 skryf as: 
n 

w2 = 1 / + ~ (F (X. ) _ 2j-1 )2. 
n 12n . 

1 
o Jn 2n 

J= 

2 1 n 2j-1 )2 
Onder H is F (X. ) = U . sodat W = / + I: (U. -

o o Jll Jn n 12n j=l Jn 2n 

n 
= 1 / + I: [ (U _ _j_) + (j / _ 2j-1 )]2 

12n jn n+l n+l 2n 
j=l 

. 2 
= I:(U. _ J/ ) +R (se) 

Jn n+l n 

= Q(l)+R 
n n 

waar: 

R == 1 / + ~ j 2j-12 n j j 2j-1;
2
n). 

n 12n r 1n+l - 2;> + 2 I: (UJ.n - 1n+l)( 1n+l -
j=l j=l 

Ons toon aan dat R = o (1) as n + co. 
n p 

Nau: 

j 2j- 1 / = n + 1 - 2j 1n+l - 2n 2n(n + 1) 
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1 1 2n+l 
= 4n - 2n + 6n(n+l) = o(l). 

1 1 • 2 
< I I:l(n+l)- 2jlE2 (U. - 3/ ) 

n(n+l) Jll n+l 
j 

1 2. . . 1. 
~ I 1 - ....&l I [ 3 / 

1
(1- J/ 

1
)] 2 (sien lemma a9) 

n(n+2)2 J n+ n+ n+ 

= o(l ) as n ➔ co, 

Dus volg dat EI Rn I = 0(l) as n . + co. Aangesien P[ I Rn I ~ 6 J::: EI Rn I /6 volg dus dat 

R = o (1 ) as n -+ co, 
n P 

Die twee statistieke moet dus dieselfde asimptotiese verdeling he, sodat 

ons teorie kor rekte resultate lewer in 'n bekende geval. 

Opmerking: In die voorbeelde wat volg sal ons altyd die metode van hierdie voor= 

beeld gebruik om die getalle [ y J en [b. J te vind. 
m 1mn 
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HOOFSTUK 3 

'N TOETSSTA TISTIEK VIR H : F = cp EN REDUKSIE DAARVAN TOT 'N 
0 

KWADRA TIE SE VORM 

3. 1 DIE TOETSSTA TISTIEK vl:R DIE ENKELVOUDIGE GEVAL 

Beskou die opset soos aan die begin van paragraaf 1. 3 en gestel nou 

dat F = cp, In dit wat volg sal ons deurgaans aanneem dat H geld. 
0 0 

Ons het gesien dat E U. = j / , sodat 'n aanneemlike toetsstatistiek ver= 
Jn n+l 

kry kan word deur U. met j / 
1 

te vergelyk. Dit beteken dat ons in die huidige ge= 
Jn n+ 

val cp (X . ) met j / 
1 

vergelyk. As alternatiewe statistiek kan ons ook X . met 
Jn n+ Jn 

- l j -1 -lj 
cp ( / 

1
) vergelyk, d. w. s. cp (U . ) met cp ( / 

1 
). 

n+ Jn n+ 

As toetsstatistiek kan ons dus gebruik: 

L = ~ [ cp-l (U. )- cp- \ j/ + )]2 
n .

1 
Jn nl 

J= 

= ~ [ H (U. ) - H (j / +l)] 2 
j=l Jn n 

- 1 
waar H =- cp . 

werk: 

Om nou L in die vorm van die algemene teorie te kry, gaan ons a s volg te 
n 

Ontwikkel H (U jn) in 'n Taylor reeks om j / n+ 
1

, sodat ons kan skryf : 

(sien paragraaf 1. 5 vir nota s ie) 

38 

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER



n 2 
L = ~[V H' +.!V H"(U!")]

2 
n . 

1 
jn jn 2 jn 3n 

J= 

waar U!" 'n stogastiese veranderlike is wat tussen U. en j / le. Vermenigvuldig 
Jil Jil ~ 

bostaande uit sodat: 

n n n 
L = ~ v~ (H'. )

2 
+ ~ v3 

H'. H" (U!" ) + l / ~ v~ H" (U!" )
2 

n . 
1 

Jn Jn . 
1 

jn Jn Jil 4 . 
1 

Jn Jn 
J= J= J= 

= Q(h) + R (se) 
n n 

met h(x) = H' (x)
2

, terwyl Q (W) soos in paragraaf 1. 3 is. Ons sien dus dat behalwe 
n 

vir R , kan ons L skryf as 'n kwadratiese vorm in onafhanklike identies verdeelde 
n n · 

stogastiese veranderlikes. Ons sal in hierdie hoof stuk aantoon dat R = o (1) as 
n P 

n -+ 00, sodat L en Q (h) asimptoties dieselfde ver deling het. As alternatief kon 
n n 

ons begin het met Q (W) as toetsstatistiek en h as gewigsfunksie gekies het. Ons sal 
n 

in 'n latere hoofstuk s ien dat daar aanduidings is dat hierdie keuse in elk geval 

beter is as die keuse W = 1. 

Opmerking: Indien W(x) = h(x) sal ons in dit wat volg Q skryf vir Q (W). 
n n 

3. 2 ENKELE VOORAFGAANDE LEMMAS 

Vir gebruik in hierdie en later e hoof stukke het ons 'n aantal resultate 

vooraf nodig. 

Laat~ a, = H( I 
1

) = ~-l( / 
1

) sodat dus a, ··►· - 00 as n ➔ 03• Die ry [k } waar= 
n n+ n+ n n 

van daar in stelling 2. 4 sprake is, sal ons altyd kies as : 

k = [la. I], n=l, 2, ... n n 

sodat duidelik k ➔ co as n -+ co, 
n 

39 

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER



la I 0 
Lemma 3.1: Vir alle o > O geld dat la I n = o(n ) as n ➔ e0. 

n 

Bewys: 
-1 

On.s het dat n ~n+l sodat dus n ~ ~(a ), met a <Oen a ➔ -e0 as 
n n n 

n ➔ °'· Met behulp van lemma a3 volg dus 

0 
¢(a ) 

n 

la 1° n 

-012 o 2 I I I I = (2n) exp[- /
2 

a + ( a - o) log a J 
n n n 

= o (1 ) as n ·➔ e0, 

Die lemma volg dus. 

Die volgende lemmas gee vir ons kennis aangaande die gedrag van die 

funksie H(x), en sekere variasies daarvan. 

Lemma 3. 2: Vir x ~ ½ geld dat (1 - x)H' (x):::: H (x)- l terwyl vir x ::=: ½ geld dat: 

Bewys: Dit volg dadelik uit lemma a3 deur x te vervang met H (x). 

Opmerking: On.s sal die lemma gewoonlik gebruik vir die geval waar 

k 
x = / 1 ' d. w. s. : n+ 

f /n+l)H'f /n+l):: IH(/n+l)l-1 vir k/n+l '.:: ½ en 

k k k -1 k 1 (1- / 
1

)H'( / 
1

)< H( / 
1

) vir / 
1 

> 2 • n+ n+ - n+ n+ -
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Lemma 3. 3: Laat: 
1 / 2 / 

I (r) = f n+l H(x{dx. 
n 

0 

max I I -6 Dan geld vir elke 6 < 1 dat r < k In (r) = o(n ) as n + oo. 

- n 

Bewys: Laat a' = Hr 12 I 
1

) sodat I a' I > 1 vir n groot genoeg. Nou is volgens 
n n+ n 

lemma a 8 
a' n 

I I (r ) I = I f x r ¢ (x )dx I 
n 

-00 

= Is (a' >I< la' lr--
1

¢(a' )[1 +Iv (a' >I J < la' lr--
1 

¢(a' )[1 + r! ]. r n- n n rn - n n 

max 
r < k 

- n 

Met behulp van lemma a 7 volg dus dat as n · + 00, dan is : 

k k 1 k 1 

II (r)I < la' I n ¢(a' )[1 + (k )! ] < la' I n ¢(a' )[1 + (k') no(l)] 
n - n n n - n n n 

waar k' = [ la' I ] , sodat dusk < k' . 
n n n- n 

Laat nou 6<1 wees. Dan i s 
k ' k' 2la1 I 

6 1 I n n 6! I n n a.' ¢(a' )(k') < (n+l) a' ¢(a' ) 
n n n - n n 

_ 6 2 I a~ I _ 6 _ 6 2 I a~ I 
= [2~(a' )] la' I ¢(a' ) ~ 2 (¢(a' )Ila' I) la' I ¢(a') n n n n n n n 

6 (21 a' I + 6) log <I a' I ) 
== 2- (2TT//2(- l+o ) exp[-½(a' )2 ((1- 6 ) - 2 n n )] 

n la' 12 
n 

= o (1 ) as n ..., oo. 

k' k' 
• 6 1 I n (k n . . n a' ¢(a' ) ' ) = o (1) as n -+ 

n n n 
e0 , vir elke 6 < 1. 

:. n 
6 

maxk I I (r) I = o(l) as n · + ai wat die bewys voltooi. 
r < n 

- n 
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Lemma 3. 4: Laat, vir k = 1, 2, ••. , n. 

1 k . r 
1nk(r ) = n+l _z:: H( 1n+l) -

1=1 

Dan geld vir elke 6 < 1 dat: 

k/n 
J H(x{dx. 

0 

max max I I -6 
1 < k < n r< k Ink (r) = o (n ) as n -+ 00, 

- n 

Bewys: (i) Gestel r i s onewe. Dan is H(x{ 'n monotone funksie op (0, 1) en 

volgens lemma a5 geld dus dat: 

k+½ 
k n+l 

.!. 
--2._ 

n+l 
11 k(r)I < I __L.

1 
I: H~ -n - n+ m J 

_i_ 
H(x{dx I + J f I H(x)I rdx 

i=l 
n+l 

< 
1 1 r k+l r ln,-2 > - H(~) I + n+l 'n+l n+l 

k k+l 
[ /n' ~] 

1 
..L 

f n+l IH(x)lrdx 
0 

0 

1 1 k 
Nou, vir n groot genoeg is R1n (r, k) ~ 2 

/n+l lH<;!1 {I~ 
2 
/n+l I H<n!1 >I n 

-6 
= o (n ) as n -+ 00 en 6 < 1. 

(Dit volg net soos die bewys van lemma 3. 1). 

• 6 . . n max 
l<k<n 

max 
r<k 

- n 
r onewe 

R (r, k) = o (1) as n ·-+ · 
ln 

00, 

Laat voorts k / < .!. , dan is k / < k+½ < ½ sodat geld dat 
n- 2 n-n+l-
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groot genoeg. 

max max -6 
: . k/n< 1. R2 (r, k) = o (n ) as n -+ eo en 6 < 1. 

_ 2 r onewe n 

k k k+! 
Laat nou / > ½, dan is / > 2 

/ 
1 

> ½. n n n+ 

Gestel eers k < n; dan is: 

k/ -½ k 

R2n (r, k) ~ I nf~
1
{ I . ( n:l ) ::: n!l I nf~1

)1 r::: n!l l Hf-~
1

)1 n 

- 6 = o (n ) as n ,+ eo en 6 < 1. 

Vir k = n is : 

= I 

= I 

J 1 I H (x) Ir dx 
n-t½ 
n+l 

! 1 
H(x{dxl 

n+½ 
n+l 

1 
_L_ 

J 
n+l 

H(x{dxl. 
0 

Volgens lemma 3. 3 is dus 

max 
r<k 

- n 

-6 
R2n(r, n) =o(n ) asn 

Ons vind dus dat 

-+ eo, met 6 < 1. 

-6 
max max R2n (r, k) =o (n ) as n · -+ eo, met 6 < 1. 

l<k<n r<k - - - n 
r onewe 

Ook het ons dat 
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1 
J_ 

R3n (r) = f n+l I H(x{ I dx 
0 

1 
.-]:_ 

n+l 
= I f H(x{dxl 

0 

max 
.. r< k 

- n 

-6 
R

3
n (r ) = o(n ) as n -+ (X) en 6 < 1 (volgens lemma 3. 3) . 

max 
l<k<n 

Ons konkludeer dat: 

maxk I I k (r) I = o (n -
6

) as n -+ eo en 6 < 1. 
r< n 

- n 
r onewe 

(ii) Gestel nou r i s ewe: 

Vir k I < ½ het ons dat H(x{ monotoon is op (0, k I ). Net soos by (i) sal volg dat: 
n- n 

max 
l<k<n 

.kl <1. 
n-2 

max I I k (r) I = o (n-
6 

) as n · -+ (X) en 6 < 1. 
r< k n 

- n 
r ewe 

k 
Laat nou I > ½. Dan kan ons skryf: 

n 

kl 
n ½ r 1 k r 

- f H(x) dx + n + 1 I: Hin - i f H(x{dx 

o i=[~]+l 2 
2 

= R4n (r, k ) + R
5
n (r, k) (se) 

Bostaande bewyse kan nou analoog deurgevoer word vir R 4n en R5n om 

dus te vind dat: 

max max I Ink (r) I = o (n-
6 

) as n + · (X) en 6 < 1. 
l< k<n r<k 

- n 

Dit voltooi die bewys. 
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Opmerking: Hierdie lemma gee dus vir ons 'n tempo waarteen die Riemann- som 

van H(x{ konvergeer na die ooreenkomstige Riemann integraal. Uitbreiding hiervan 

na funksies van die vorm H (x{ . h (x) vir sekere keuses van h (x) sal aanstons ge= r r 

gee wor d. Vooraf gee ons eers 'n resultaat i. v. m. die vorm van die funksie H(x) 

en s ekere variasies daarop. 

Lemma 3, 5: (i ) Vir r ~ 0 is (1 - xf H (x{ monotoon op (0, ½) en x
2
H (x{ monotoon 

op fl , 1 ). 

(ii ) Vir r ~ 2 is die funksie x(l-x)
2 

H' (x)H(x{ monotoon op (0, o ) en 

begr ensd op (6, 1 ), vir een of ander o > o. Vir r < 2 is die funksie begrensd op 

(0, 1). Analoog is x
2 

(1-x)H' (x)H(x{ monotoon op (1 - o, 1) en begrensd op (0, 1 - o ). 

(iii) Daar bestaan 'n o > O sodat x
2 

(1-x)
2
H1 (x)

2 
stygend is op (0, o) 

en dalend op (1 - o, 1 ). Die funksie is begrensd op (0, 1 ). 

Bewys: Dit volg maklik deur diff erensiasie, en toepassing van lemma 3. 2. 

Stel nou: 

2 r 
hlr (x) = (1 - x) H(x) 

2 r 
h

2
r (x) = x H (x) 

r 
en h

3
r (x) = x (l - x)H (x ) • 

Ons het dan die volgende: 

Lemma 3. 6: As n -+ oo geld vir enige o < 1 dat: 

(ll
. ) max , In - l ; h

1 
f I 

1
) -

O < r < 2k k=l r n+ 
1 -o t hlr (x)dx I = o(n ) 

n 

1 n k 
(
ii ) max In- I: h

2 
( / 

1
) -

0 < r < 2k k=l r n+ 

1 I -o J h2r (x)dx = o(n ) 

- - n 0 
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1 I -6 
f h3r (x)dx = o(n ). 
0 

Bewys: (i) Volgens lemma 3. 5 (i) is h (x) monotoon op (0, ½ ). Stel: 
lr 

[.!! J 1 [_g] 
2 2 2 

R
1 

(r) = ln-l I: h
1 

f I 
1

) - f h
1 

(x)dxl < n+l I (n+l) 1 I: h
1 

f I 
1

) -
n k=l r n+ o r - n k=l r n+ 

.!. 

+ n-
1

1 / hlr (x)dxl 
0 

= f+½R (r) + R3n(r). 
n 2n 

Volgens lemma a5 volg dat: 
n . 

1 
21

n+l ½ 

1 
2 

f h1r(x)dxl 
0 

-1 .!. [2] +½ 
R2n (r) ~ (n+l) lh1r~!1 )- h1r( n + 1 >I + I f h1r(x)dxl + I f h1r(x)dx!. 

0 
[n/2-7+½ 
n+l 

Hieruit volg dan dadelik dat: 

max -6 
r < 2k R2n (r) = o(n ), 6 < 1. 

- n 

Verder het ons m. b. v. lemma a12 dat: 

.!. 1 1 1 
-1 

2 I r I -1 I r -1 2r -R3n(r),::: n f H(x) dx~n _ f H(x)I dx_:::n ( 1 H(x) dx)2 
0 0 0 

0:) 

-1 2r .!. 
= n ( J x ¢(x)dx)2 

-oo 

- 6 ' = o (n ) met 6 < 1, as n · -+ o:i 
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. max -6 
.. r < 2k R3n (r) = o(n ), 6 < 1 

n 

• max R () (n-6 ~< 
· · r < 2k ln r = 0 

) ' v l. 
- n 

Beskou nou die interval (!-, 1 ). Ons het dat 

r 2 r-1 
h1r (x) = - 2(1 - x)H(x) + r(l - x) H' (x)H(x) • Pas ons nou lemma a6 hierop toe, 

dan vind ons dat: 
n 

I n -1 2°:: h k/ ) 
l r ( n+l -

f l h (x)dxl < n+l . 
1 lr - n 

2 
sup 

(n+ 1 f (n - [!!] ) I h1' r·(x) I 
2 [n] 1 

2 ~ n4 

+I 

k=[~ ]+l 

1 
2 

2 

1 1 
J h

1 
(x )dx I + I f h

1 
(x )dx I + n - I 

n+k­~ 
n+l 

J 
r 1 r 

[!!2]-+½ n-ta [!!2]-+½ 
n+l 

n+l n+l 

--<x< ~ 
n+l - - n+l 

Met behulp van lemma 3. 3 volg konvergensie van die laaste drie terme 

dadelik. 

Asn~ 00 kan ons vir die eerste term skryf: 

i k i k 
:: O (1 )(21 H <;! 

1
) I n + kn I H ~~ 

1
) I n . O (1)) 

-6 = o(n. ), 6 < 1, volgens lemma 3. 1. 

Dit voltooi die bewys van (i). 

(U.) Die bewys hiervan volg uit (i) deur simmetrie. 

(iii ) Ons het dat: 
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+I 

r r-1 
h3r (x) = (1 - 2x)H(x) + rx(l - x)H(x) H' (x). 

0 

Pas ons nou weer lemma a6 toe, dan volg: 

1/2 / 

J n+l h
3

r (x)dxl + I 
n+½ 
n+l 

1 l 1 
f h

3
r (x)dxl + n- I i h

3
r (x)dxl. 

Konvergensie van die tweede en derde terme volg m. b. v. lemma 3. 3 

en konvergensie van die laaste term m. b. v. lemma a12. 

As n · + 00 kan ons vir die eerste term skryf: 

O(l)n-~ <s~p< n+½ lh3r(x) I ~ O(l)n-l [ I H~+t> Ir+ r I II<ii!1) I r-l½ (1 - ½ )H' <½ )] 
n+l - - n+l 

2k 
-1 · .. i 2k i n 

:: 0 (1 )n [ I II <ii! 1) I n + 2k n I H <ii! 1) I . 0 (1 ) ] 

-0 
== o(n ), 0<1. 

Dit voltooi die bewys van (iii). 

Opmer king: Die gebruik van hierdie lemmas sal duidelik blyk uit die latere werk waar 

ons konvergensie van sekere resterme moet aantoon. 

Ten slotte gee ons nog een lemma i. v. m. die gedrag van H' (x): 

Lemma 3. 7: 
2 

Stel h(x) = H' (x) . Dan geld dat: 

-1 n k k 
n I: ( / 

1
)(1 - / 

1
)h_ = O(log n) as n -+ oo, 

k=l n+ n+ -Kil 

Bewys: Laat O < o < ½. Dan kan ons skryf: 
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n 
+ n-1 I: k / (1 _ k / )lL 

k=[n(l-o)]+l n+l n+l 7m 

= Al (o) + A (o ) + A3 (o ). 
n 2n n 

Aangesien die fwiksie x(l - x)h(x) begrensd is op (o, 1- o) volg direk dat 

A (o ) =0 (log n) as n • -+ oo. 
2n 

Ons toon aan dat A
1
n (o) = 0 (log n) as n · -+ (X). Uit simmetrie sal dan volg 

dat A
3
n (o) = 0(log n) as n •-+ (X). 

Nou, met behulp van lemma 3. 2 volg dat: 

[no] [no] [noj 
A (o) ~ (n+l)·n-l }:: (°/ + )21L • k-l < 0(1) I: IL 2 k-l <0(1) H~~o]f 2 }:: k-l 

ln k=l n 1 -lm - k=l -7m - 1 k=l 

:: 0(1) H(of 
2 

}:: k-l ~ 0(1) H(or
2 

log[no], 
k 

volgens lemma a4. 

:. A
1

n {o) = 0 (log n) as n · -+ (X). Die lemma volg dus. 

3. 3 K0NVERGENSIE VAN DIE RESTERM R 
n 

In paragraaf 3. 1 het ons gesien dat onder H kan ons die toetsstatistiek 
0 

L skryf as Q + R , met: 
n n n 

n n 
R ==}:: V~ H~ H"(U~)+l/4 Z:: v: H"(Ut'"f 

Il j ==l Jil Jll Jil j = l Jll Jil 
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Uit die vorm van die funksie I H" (x) I = I H (x) I H' (x)
2 

en die definisie van 

u~ volg dat 
Jn 

IH"(U~ >I< IH'! I + IH"(U. )I sodat dus: 
Jll - Jll Jll 

n n n n 
IR I< ~ IV~ jH; IH'! I+ ~ Iv~ IH; IH"(U. >I+½ ~ v4

1
.n(H'Jll! )

2 
+½ ~ v: H"(U. >2 

n - j=l Jll Jll Jn j=l Jll Jn Jn j=l j=l Jn Jll 

R + R + 1 R + 1 R (s::) = ln 2n 2 3n 2 4n "' 

waar ons gebruik gemaak het van die elementere ongelykheid (a+ b)
2 ~ 2a

2 
+ 2b

2
. 

bewys: 

Deur elke R. , i = 1, 2, 3, 4, afsonderlik te beskou, kan ons die volgende 
m 

Stelling 3. 1: As n · + 0) geld dat: 

R =o (1). 
n p 

Bewys: Ons breek die bewys op in vier dele. 

(i) R = o (1) as n -+ 0) 

ln p 

Uit lemma a9 volg dat EV7 < n-l(j/ 
1
)(1- j/ 

1
) en 

Jll - n+ n+ 

Met behulp van Schwarz se ongelykheid volg ook dat 

E lxl 
3 

= E lxl lxl
2 ~ (E jxj

2
E lx1

4
>½. 

Toepassing hiervan op R
1
n gee dan: 

EjR I< ~ (EV~ EV:' l H; IH'! I< 6n- 312 ~ (j/ (1- j/ ))312 (H; >31H. j. 
ln - j Jn Jll Jll Jn - j=l n+l n+l Jll Jll 

Laat O < c < ½. Dan kan ons skryf: 
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= 6Rln (1, 6) + 6Rln (2, 6) + 6Rln (3, 6) (se). 

Aangesien die funksie (x(l - x))
312 

H' (x/ I H(x) I begrensd is op (6, 1-6) volg dadelik 

dat 

R (2 6 ) · -+ 0 as n -+ CX). 

l n ' 

Beskou nou R
1
n (1, 6 ). Aangesien in hierdie geval j /n+l < ½, kan ons dus 

lemma 3. 2 toepas om te kry: 

[no J . [no J 
Rln(l' o) ::: ((n+l)n-1//2. I: (J/n+1)3(Hjn/1Hjnlf3/2:'.: 0(1). I:1 H;:. f 3/2 

J=l J= 

-2 
== O (1) H(o) 

: . lim sup R (1 6) _< 0 (1) H (6 f 2. 
n -+ 00 ln ' 

-2 
Maar H (6) · -+ 0 as 6 -+ 0 

. lim lim sup R (1 0) = 0. 
· · o -+ 0 n -+ 00 ln ' 

Beskou nou R
1

n (3, 6 ). Vir n groot genoeg het ons dan dat j /n+l > ½ in 

hierdie geval en ons kan lemma 3. 2 dus toepas. 
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= ((n + l)/n)3/2 I: (1 - j / /(H' )3 (n + 1 - ·f 3/2 H. < 0(1) I:H~2 (n + 1 - j )-3/2 
n+l jn J Jll- . Jll 

j J 
n 

<O(l)H"[nQ.-6] f 2 I: (n + l - .)-3/2 
- ( n+l J 

j=[n(l-o )]+l 

Um 
o -+ 0 

lim sup R (3 o) = 0. 
n -+ co ln ' 

Nou het ons dat: 

lim sup E IR I < 6 lim lim sup R (1, 0 ) + 6 lim sup R (2 0 ) 
n -~ co ln - o -+- 0 n - + co ln n -+ · co ln ' 

= 0+0+0 = 0 

+B lim limsup R (3 o) 
o - + 0 n -+ 00 ln ' 

:. lim EjR I = 0 
n --+ co ln 

:. R
1 

= o (l)asn -+ co. 
n P 

(ii) R = o (1) as n -+ co 
2n p 

Ons het dat: 
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n 
R = 1: Iv~ I H~ I H" (U. > 1. 

2n j=l Jil Jn Jil 

Laat T > O. Volgens lemma alO bestaan dan getalle ujn(T) = ujn en 

u. (T) = u. sodat indien ons stel µ. (T) = ~upu< jn IH" (u)I, dan is: 
Jil Jil Jil ~ u 

n 3 
P[R2n < 1: IV. I H~ µ_ (T)] > 1 - T vir n > 1. 

- j=l Jn Jil 3n - -
(3. 3. 1) 

Volgens lemma a9 en Schwarz se ongelykheid kan ons ook skryf: 

3/2 [no]. · 3/2 -3/2 [n(l-o)] · · 3/2 
= 6n- 1: (1/ (1 - J/ )) H' ( ) 6 1: (J / (1 J/ )) H' ( ) 

. 
1 

n+l n+l . µ. T + n +l - +l . µ. T 
J= Jil Jn j=[no ]+l n n Jn Jn 

+ 6n-3 / 2 ~ ~ I (1- j/ ))3/2 H, µ. (T) 
j=[n(l-◊ )]+l n+l n+l jn Jn 

= 6(R2n(T, 1, 6) + R (T, 2, 6) + R (T, 3, 6)) (se) 
2n 2n 

waar soos tevore O < 6 < ½. Nou is: 

R ( 2 o) < max ~ )n-3/2 I: (j/ (1 _ j/ ))3/2 H' 
2n T , ' - [n6]< j::'.:: [n(l-6)] µjn\T j n+l n+l jn 

= o (1 ) as n -+ 00, 

want (x(l - x))
312 

H'(x) is begrensd op (6, 1- 6) en [noJ~7::: [n(l-o)] µjn(T)::'.:: M(o, T)< 00
, 

onafhanklik van n. 
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[no J . 
R (T , 1, o ) < n- 3/ 2 I: () / + )3/ 2 H~ µ. (T). 

2n - .
1 

nl Jn Jn 
J= 

Aanges ien j / 
1 

< ½ kan ons lemma 3. 2 toepas: 
n+ 

:. R2n(T, 1, o ) < n-
3

/
2 

I: (j/ 
1
llH. 1-

1 
µ. (T). 

- . n+ Jil 3n 
) 

Uit lemma al0 volg ook dat ujn < ½ vir j = 1, ..• , [no J en n groot genoeg. 

· µ . (T) = IH" (u. )I j = 1, ... , [n o] 
Jn 3n 

Ons kan ook lemma 3. 2 op u. toepas, d. w. s. : 
)Il 

u . H'(u. )< IH(u. >1-l j = 1, ... , [no] 
Jn Jn Jn 

· R ( 1, o)< n-
3

/
2 

I: u~ H'(u. )
2

1 H(u. )H~
1

1 (j/n+1/
12

u~
2 

' " 2n T ' - . Jn Jn Jn Jll Jn 
) 

< ({n+l)/n//2 I: IH(u . )H. 1-l(j/ )2u~2 .-3/2<0(1)(m~ (ujn/u. ))2 I:IH(u . )H. ,-1.-3/2 
- j Jn Jil n+ 1 3n 3 - 1 ::: J ::: n 3n j 3n Jil 3 

<0(1 ) K2(T) I: H~ 2 f 3/ 2 <0(1) r(T)H(C!!.§_J.f 2 ~ .- 3/ 2 <0(1) K2 (T)H(o)- 2 
- . 3n - n+l . J -

J J~ 

lim lim sup R (T l, 0) = 0. 
··o ➔ 0 n ➔ co 2n' 

B k 1 R ( 3, o) _< n- 3/ 2 ~ (1-j/ )3/ 2H, ( ) es ou vervo gens 2n T, 1.., n+l jn µjn T • 
j=[n(l-6 )]+1 

Nou geld weer dat vir n groot genoeg is j /_ 
1 

> ½, en dus is u . > ½ vir 
n+ 3n 

n groot genoeg (en j = [n(l-o)] + 1, ..• , n) 

µ . (T) = I H" (ujn)I j = [n(l- o)] + 1, .•. , n. 
Jil 

Vi r die ujn geld dus ook volgens lemma 3. 2 dat: 

·n · ·n -1 
(1 - u3 )H' (uJil) < H(u3 ) , j = [n(l-o )] + 1, •.• , n. 

P as ons dit toe, geld: 
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2 [n(l-6)] -2 = 0(1 ) K (T) H( 
1 

) , volgens lemma al0. 
n+ 

lim sup R (T, 3, 6 ) ~ 0 (1) K2 (T )H (1 - 6 )- 2 

n + oo 2n 

lim lim sup R (T, 
· · 6-+ O n + oo 2n 3' 6 ) = o. 

Dus volg dat: 

n 3 
E ( }: I V. I H '. µ. (T)) = o (1) as n + 00 

j =l Jll Jll Jll 

n 3 
}: IV. I H'. µ. (T ) = o (1) as n + 00, 

j =-=l Jll Jll Jll p 

Dit geld vir elke T > 0. Uit (3. 3. 1) vol g dus dat: 
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(iii) R3n = o (1) as n - + p 
00 

Met behulp van lemma a9 volg dat: 

ER < 27n- 2 I: (j / (1- j / ))
2

(H 1! )2 
3n - j n+l n+l Jil 

2 [no J . . 2 2 [n (1- o ) J . . 2 2 
= 27n- I: (J/ (1- J; )) (H'! ) + 27n- 2 I: (J/ (1- J; )) (H'! ) 

j=l n+l n+l Jil j=[ no ]+l n+l n+l Jn 

= 27 (R3n (1, o) + R3n (2, o) + R3n (3, o )) (se) 

met O < o < ½. 

vind dat: 

Aangesien die funksie x
2
(1- x)

2 
H"(x)

2 
begrensd is op (6, 1- o ) volg dat 

Beskou R3n (1, o ). Aangesien j / n+ 
1 

< ½ kan ons lemma 3. 2 toepas en ons 

Soos tevore volg hieruit dat: 

lim lim sup R (1 0 ) = o. 
o+ On + 003n' 

Soos tevore kan ons ook aantoon dat: 

lim lim sup R (3 0 ) = O. 
o - + O n -+ 00 3n ' 
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Dus volg dat ER = o (1.) as n . + co en dus is R = o (1.) as n · + co. 
3n 3n p 

(iv) R4n = o (1.) as n · 
p 

Die bewys hiervan verloop net soos die bewys van (ii ). 

Uit (i), (ii), (iii) en (iv) konkludeer ons dat R3n = op (1.) as n + 00, 

wat die bewys van die stelling voltooi. 

Opmerking: Volgens hierdie stelling sal L en Q dus dieselfde asimptotiese ver= 
n n 

deling he onder H . Ons het tevore gesien dat Q geskryf kan word as 'n kwadratie= 
o n 

s e vorm in onafhanklike en identies verdeelde stogastiese veranderlikes. Om L se 
n 

verdeling onder H te vind kan ons dus probeer om die teorie van hoofstuk 2 
0 

op Q toe te pas, en dit is wat ons in die volgende hoofstuk sal doen. 
n 
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HOOFSTUK 4 

DIE ASIMPTOTIESE VERDE LING VAN DIE TOE TSSTA TISTIEK VIR DIE 

ENKELVOUDIGE GEVAL 

4. 1 INLEIDING 

In hierdie hoof stuk wil ons ondersoek ins tel na die asimptotiese verdeling 

van Q (:N) met gewigsfunksie W = h = (H' )2 d. w. s. 
n 

Q(h) = Q = ~ (U. _ j/ )2(H~ )2. 
n n j=l Jll n+l Jll 

Hieruit sal die asimptotiese verdeling van L dan direk volg soos in die vorige hoof= 
n 

stuk aangedui. Soos tevore kan ons Q , onder H , nou skryf as: 
n o 

2 -1 n+l 
Qn - (n+l/Sn+l) (n+l ) I: c . . +l z.z . 

. . l lJll l J 
1, J= 

2 = (n+l / S ) T 
n+l n+l 

-1 n 
met T = n I: c .. Z.Z .. 

ll . . l lJll 1 J 
1, J= 

Ons stel dus belang in die asimpto.tiese verdeling van Tn. 

Nou is: 

-1 n 2 
c . . +l = (n+ 1) I: ill! ) * ·kn* 'kn lJll k=l ,--lm 1 J 

sodat, indien ons stel: 

1 2 
c(x, y) = J_ H'(u) *<x, u)*(y, u)du, 

0 

dan kan ons soos tevore (sien opmerking aan die einde van paragraaf 2. 3) poog 

om die getalle [ y } en [b. } te vind. 
r 1rn 

58 

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
None set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
MigrationNone set by NWUUSER

NWUUSER
Sticky Note
Unmarked set by NWUUSER



Ons moet dus die eiewaardes en eiefunksies van c (x, y ) bepaal, d. w. s. ons 

moet die integraalvergelyking 

1 
y g (x) = J c(x, y)g (y)dy, 
mm o m 

vir [y } en [g (x)} probeer oplos. 
m m 

Laat nou H (x) diem-de genormaliseerde Hermitiese polinoom wees, 
m 

d. w. s. 

m _1.. dm 
¢(x)H (x) = (-1) (m!) 2 

(-- ¢(x)). 
m dxm 

(Sien bv. Rainville (1967)). 

Ons toon nou aan dat die eiefunksies en eiewaardes van c(x, y ) gegee 

word deur: 

g (x ) = H (H(x)), 
m m 

m = 1, 2, ... 

en 
- 1 

y = m 
m 

m = 1, 2, ... 

Nou: 
1 

Jo gm (y)c(x, y )dy 

= J 1 2 
g (y)[ r H' (u) W (x, u)W (y, u)du]dy 

o m O 

== 
1 2 1 

J H' (u) w (x, u)[ r g (y )W (y, u )dy ]du. 
o 6 m 

(4. 1. 1 ) 

Vir die binneste integraal is : 

1 u 1 
J g (y)W(y, u)dy = (1-u) J. g (y)dy-uf g (y)dy 
o m o m u m 

u 1 = -r g (y)dy - u J g (y)dy. 
b m o m 

Vir m = 0 is g (y) = 1 en die integraal word nul, sodat g (x) nie 'n eiefunksie is n ie. 
0 0 

Vir m > 1 kr y ons dat: 
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/ 
1 

g (y )dy = I 
1 

g (y )g (y )dy = O. 
o m o o m 

Die integraal word dus: 

u u 
f g (y)dy = J H (H(y))dy 

o m m 

= r(u)Hm (z)¢(z)dz, 
-co 

m. b. v. die substitusie z = H(y). 

i m 
Maar: ¢(z)H (z) = (- l)m(m! )- 2 (_d_ ¢(z)) 

m dzm 

m _1. dm-1 
J ¢(z)H (z) = (-1) (m!) 

2 
( m-l ¢(z)) 

m dz 

1 

= (-l)(mf2 H (z)¢(z) 
m-1 

Dus volg dat: 

}1 g {y )dy = (- l)m-½ H 
1

(z)¢(z) IH(u) 
o m m -

- C0 

1 

= (- l)m-2 Hm-l (H(u) )¢.(H(u)). 

Substitusie in (4. 1. 1) lewer dan: 

} H' (u) 
2

$ (x,u)[ (- l)m-½H 
1 

(H(u))¢(H(u))]du 
o m-

!H 1 (u)$ (x, u)H 
1 

(H(u))du 
o m-

C0 

J $ (x, qi (v) ) H m- l (v )dv (v = H(u)) 
- C0 

H (x) 00 

J qi(v)H (v)dv + J (1- ~(v))H 
1

(v)dv]. 
_ 00 m- 1 H (x) m-

Aanges ien vir Hermitiese polinome geld dat: (sien Rainville bl. 188) 

1 

H~ (x) = m
2

Hm- l (x), 
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word bogenoemde dus : 

-l H(x) • 
(- l)m [- J ~(v)H' (v)dv + J (1- ~(v))H' (v)dv] 

-co m H(x) m 

f (x) ¢(v)H (v)dv - (1 - ~ (v))H (v) I co 
m m 

-co -ce H(x) 

co 

- J ¢(v)H (v)dv} 
H(x) m 

-1 co 
= m (xH (H(x)) + (1 - x) H (H(x)) - f ¢(v) H (v)dv }. 

m m m 

-1 = m H (H(x)) 
m 

-1 = m g (x) 
m 

1 
:. y g (x) = f c(x, y)g (y)dy 

mm o m 

met (y } en (g (x)} soos hierbo. 
m m 

-co 

Ons wil nou een van die stellings toepas met ( y } soos hierbo en met 
m 

bimn = gm ( /n+l). (Alle din = 0 sodat om nie hier ter sprake kom nie. Sien oprnerkinf 

(v), bl. 31 . ) 

Ons sien dat: 

co co -1 
I: y = I: m =co 

m 
m=l m =l 

sodat stelling 2. 3 nie van toepassing is nie. Ook is die aantal eiewaardes gelyk aan 

oneindig sodat stelling 2. 4 die enigste moontlikheid is wat ons kan toepas. In die 

volgende paragrawe sal ons aantoon dat die kondisies van stelling 2. 4 bevredig word 

sodat dit in hierdie situasie van toepassing is. 
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4. 2 KONDISIE (B2) 

Ons moet aantoon dat: 

_.1 max I 
n 2 

1 
< . < b. I = o(l) as n -+ co. 

1 n 1mn 

Nou, ons het dat g (x) 'nm-de graads polinoom in H(x) is, en ons kan dus skryf: 
m 
m i • 

-- 1 r 
b. = ~ a (m!) 2 H~) 

1mn r=O mr 'n+l 

waar [ a } bekende getalle is. 
mr 

m 
Laat S = ~ I a I , dan is: 

m r=O mr 

m 1 1 

lb. I< ~ la I (m! f 2 1H<-
1

1 
)Ir< IHt-

1
1
)!m(m! )-2 S , vir n groot genoeg 

1mn - mr 'n+ - 'n+ m 
r=O 

Uit lemma 3. 1 volg dat die regterlid o (1) is, vir elke vaste m, as n -+ 00• 

Die kondisie geld dus. 

4. 3 KONDISIE (C2) 

Ons moet aantoon dat: 

(n+l)-2 ~ 2 
C •• +1-+ 

lJll i, j 

00 2 
~ y 

m 
m=l 

Stel weer h(x) = H' (x)
2

, dan is: 
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n+l n+l n 
-2 2 -4 

(n+l) I: c. · 1 = (n+l) I: I: h h *1·rn *1·sn *J·rn *J·sn . . 
1 

1Jn+ . . 
1 1 

rn sn 
1,J= 1,J= r,s= 

_
2 

n+l 
= (n+l) I: h h [(n+l)-l I: w

1 
*· J2

• 
rn sn 1. =l rn 1sn r,s 

Laat r :::: s, en beskou: 

n+l 
-1 -1 r s r s 

(n+l) ~ *1rn *1sn = (n+l) [r(l - 1n+l)(l - 1n+l)- (s - r) 1n+l (1- 1n+l) 
i=l 

+(n+l-s)(/ )(
8

/ )] 
n+l n+l 

2 
-1 ,r+s 2 rs r 2 2 

= (n + 1) [r - rr~.+l) + r s/(n+l)2 - /n+l + /n+l + rs / (n+l)2 - r s / 2 
(n+l) 

rs 2 
+ 1n+l - r s / 2] 

(n+l) 

-1 rs r s = (n + 1) [r - / J = / (1 - / ) 
n+l n+l n+l 

(n 1 )- 2 I: h h [ s / (1 r / )] 2 
+ + rn sn n+l - n+l 

r>s 

T (x, y) = [ x(l - y) 
y(l - x) 

vir x:::: y 
vir x > y 

Dan kan ons skryf: 

(n +l)-2 2 (n -2 " h h T2 I: c .. +1 = + 1) ~ 1Jn rn sn rsn 
i,j r,s 

Ons sal nou aantoon dat 
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(n + 1 f 2 
I: h h T

2 
rn sn rsn 

r,s 

= 

-+ ! 1 
f1i(x)h(x)Ttx, y)dxdy 

0 0 

..1 1 2 
J J c (x, y)dxdy 
0 0 

en uit die bewys sal volg dat die integraal regs eindig is. 

Ons kan skryf: 

(n + 1 f 2 
I: h h T

2 
= 2 (n + 1 f 2 

I: ( / 
1 

/ (1 - s / 
1

) 
2
h h 

rn sn rsn n+ n+ rn sn 
r, s r ~ s 

(n l)-2 ~ ;r/ )2(l r/ )2 h2 
- + ( n+l - n+l rn 

r=l 

= 21 - R (se) n n 

Ook geld dat: 

11 2 1 y2 2 [, 6 h(x)h(y) T (x, y)dxdy = 2 b dy ~ x (1 - y) h(x)h(y)dx 

= 21 (se). 

Eerstens wil ons aantoon dat l ➔ l a s n ➔ 00• 
n 

2 2 
Stel: t(x, y) = x (1 - y) h(x)h(y), en laat O < o < ½. Dan is: 

_
2 

[no] s _
2 

[n(l-o)] s _
2 

n s 
l = (n + 1) I: I: t + (n + 1 ) I: I: t + (n+ 1) I: I: t 
n s =l r =l rsn s=-=[no]+l r=l rsn s=[n(l-o)]+l r=l rsn 

Verder kan ons ook skryf: 

l = J dy t t(x, y)dx + o;-o dy {t(x, y)dx + lady Joyt(x, y)dx 

Nou is dit duidelik dat t(x, y) begrensd en kontinu is op die versameling 
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[[o, l]x[0, 1]}- ([o, o]x[0, o]} u ([1- o, l]x[l- o, 1]}. 

Dus volg dat 1
2 

(6) < 00, Ook is: 

1 1- 6 1 y 
l 
3 

(6 ) = [_ 
0 
dy j t (x, y )dx + /-

0 
dy { _ 

0 
t (x, y )dx 

Dit is duidelik dat 1
3 

(1, 6) < 00, en volgens lemma 3. 2 is: 

1 -2 1 -3 = {_
0

(1- x)h(x)H(x) dx~ l o H'(x)H(x) dx 

= 
00 

J 
H(l-6) 

< oo, 

.- 3d z z (z = H(x)) 

Net so volg dat 1i (6) < oo (en dus is ook l < oo). 

Voor ts volg dat aangesien t(x, y) begrensd en kontinu is oor die gebied ter 

sprake by 1
2 

(6 }, is : 

lim l (6 ) = l (6 ) 
Il ➔ 00 2n 2 

d. w. s. lim I l (6 ) - l (6 ) I =- 0 
n ➔ 00 2n 2 

(4. 3. 1). 

Verder het ons m. b. v. lemma 3. 2 dat: 
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- 2 [no J -2 
< (n+l) I: h H • s 
- sn sn 

s =l 

[no] 
= (n+l)-l I: f I )h H- 2 < (n+lf

1 
I: H' IH 1-3

• 
n+l sn sn -

1 
sn sn 

s s = 

Deur diff erensiasie volg dadelik dat die funksie H' (x) I H (x) I-3 
dalend is 

op (0, a·) vir een of antler a klein genoeg. Kies nou o, wat h ierbo ter sprake i s , so 

dat o E (O. a). Dan volg dadelik: 

1 [no J 3 o 3 
1
1 

(o) < (n+l)- I: H' IH 1- < J H' (x)!H(x)I- dx 
n - s =l sn sn - o 

= J(o ) (se). 

Stel u == H (x) dan volg dat 

- co 

sodat (volgens die gedomineerde konvergensie stelling) dus J (o) ➔ 0 as o ➔ O. 

Nou: 

I (o) < J(6 ) 
ln -

lim sup 1 (o) < J (o) 
n ..... co l n -

lim lim sup 1 (o) = 0 
6 -+ 0 n "7 co ln 

Op soortgelyke wyse sal volg dat: 

lim lim sup 1 (o) = 0 • 
0-,. Q n •+ c:o 3n 

Nou: I I - I I < 1
1 

(o) + I (o) + I I (o ) - 1
2 

(6) I + x
3 

(o) + 1
3 

(6 ). 
n - n 1 2n n 

(4. 3. 2 ). 

(4. 3. 3) 
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Ui t (4. 3. 1) volg dat : 

lim sup I I - I I < lim sup I (o) + I (o) + lim sup I (o) + I (6 ). 
n + 00 n - n ·+ 00 ln 1 n ....,. oo 3n 3 

N eem nou limiete as o ·+ 0 dan volg uit (4. 3. 2 en (4. 3, 3 ) dat: 

Um Ir - 11 = o. 
n ➔ oo n 

Tweedens wil ons aantoon dat R = o(l) as n➔ oo. 
n 

Laat O < o < ½ wees, dan kan ons sk:ryf: 

_
2 

[no] _
2

[n(l-o)] _
2 

n 
R = (n+l) I: t + (n+l ) I t + (n+l) I t 

n r =l r rn r =[no ]+1 rrn r =[n(l- o )]+1 rrn 

Dit is duidelik dat R2n (o) = o(l) as n -+ 00, want t (x, y) is begrensd op 

[ o, 1- o ]. Ons het ook dat ~ 

[no] 
R (o ) = (n+lf 2 I: ( / )2(1- r / )2 h2 < (n+l f 2 I: h H- 2 

ln n+l n+l rn - rn rn 
r=l r 

Soos hierbo kan ons aantoon dat: 

- 1 - 2 
(n+l) I H' H < c < oo. 

rn rn- o 
r 

~1 I rl Ook is (n+l) H 1 < H I ➔ 0 as n ....,. 00 

ln- ln 

R
1
n (c) = o (1) as n + oo. 

Op soor tgelyke wyse volg dat R3n (o) = o(l ) en dus geld dat Rn = O(l) 

as n ·+ 00 
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-2 2 1 / 2 
(n+l) I: c.. 

1
-+ J c(x, y) dxdy. 

. . lJil+ 0 0 
1, J 

Nou is egter / / c(x, y)
2

dxdy = I: y2m 
0 0 

m 
2 -2 2 

(n+l) I: c .. l-+ 
. . lJil+ 

I: y as n -+ 00 

m 
1, J m 

en kondisie (C2) word dus bevredig. 

4. 4 KONDISIE (Brl) 

Ons moet aantoon dat: 

2 2 max I -1 
CJ B = CJ n I: b b - o I = o (1) as n -+ oo. 

n n n m, r < k . imn irn m r 
- Il l 

k Volgens lemma a4 is: 

n - 1 
CJ = I: m ~ log k as n -H ,0, 
n n 

m=l 

Ons toon dus slegs aan dat 

2 
B (log k ) = o (1) a s n -+ oo, 

n n 

Laat nou soos tevore g (x) die m-de genormaliseer de Hermitiese polinoom 
m 

in H(x) wees, d. w. s. : 
i m 

g (x) = (m! f 2 I: a H(x{ en S 
m 

m r =0 mr m 
= I: la 1. 

r =0 mr 

S = m! m 

Beskou 

Volgens Rainville (1967) het ons dan dat: 
m 

[-z-J r -1 
I: {2 . r! (m - 2r)! } = m! S (se) 

m 
r=0 

s = 
m 

m 
[r] r -1 

I: { 2 r ! (m - 2r )! } 
r=0 

= I: {2rr! (2~ - r))! f 1 :'.:: I: {2rr! ([~] - r)! f 1 
r r 
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= _3:...../ 2......;•--...:3 /_2_;.._3_,:./_2.....;... ____;;__;• •;...;;.•...;...• .;;_;• •.....;..• ..;..;• •;...;;.•_3 ...... /_2 

1. 2. 3. [ m~ 
-J 
2 

m m 
::: 1 as [ 2 J > 2 of 2 > 2 d. w. s. m > 4. 

m ([2 ] keer) 

Vir m < 4 volg dadelik uit die def inisie van s dat s < 1. 
- m m-

:. S < m! m- vir m = 1, 2, ... 

Met behulp van lemma a7 volg dus dat: 

2 m 
S / m! < m! = <Xm ) as m -+ 00• 

m -

Met [a } soos hier bo, geld dat : 
mr 

- 1 1 
n I b. b. = I a a t(m! r! )- 2 

. 1mn 1rn t ms r 
l S, 

- 1 r 
[n I H . J (v = s + t ) 

. m 
l 

p +l _ .l 1 v = ) I a a t (m! r ! ) 2 
[ J H (x) dx + e (v, n)] 

n t ms r o s, 

,n + 1 1 _.l 
= ( · / ) J g (x )g (x )dx + I a a t (m! r ! ) 2 e

1 
(v, n) 

n o m r t ms r s, 

,n + 1 _ .l 
= ( / )6 + I a a t (m! r ! ) 2 e

1 
(v , n) 

n m r t ms r s, 
m et: 

- 1 V 1 V 
e(v, n) = (n + 1) I H . - J H(x) dx en 

. m o 
l 

,n + 1 
e (v, n ) = ( / )e (v, n) = 0 (1 )e (v, n ). 

1 n 
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Nou: [n/2]+½ 

[~] 
n+l 

n 
- 1 V 

e (v, n ) =-= (n+l) I: H. 
lll 

i=l 

f V - 1 
1 H(x) dx + (n+l) I: 

_,L_ 

n+l 

1 
_,L_ 

[!!]+1 n+l 1 
+ (n+l)-l H( 2 t - f H(x}v dx - f

1 
H(x)v dx -

n+l o n+-2-
n+l n 

n+½ 
n+l 

f H(x)v dx 

[~·-]+3/2 
2 
n+l 

[n/2] + 3/2 
n+l 

f H(x)v dx 
[n/2] + 1/2 

n+l 
[2]-t½ 

Ons het dat -- < ½ sodat H (xt monotoon is op die interval 
n+l n 

1 [2]+½ 
<n!1, n+l ). 

[!!]+3/2 [!!]+3/2 
Ook is 

2 
1 n+ 

V 2 n+! 
~ ½ sodat H(x) monotoon is op ( n+l , ~). 

Ons kan lemma a5 dus op bostaande toepas om te vind dat: 
[~] + .1 [!!]+3/2 

- 1 .1 V 2 2 
V -1 2 V f +½ V 

le(v, n )I < (n+l) !Hf-L) - H( 
1 

) I+ (n+l) !H( 
1 

) - H 
1

) I 
- 'n+l n+ n+ n+ 

c!!J+i L [n / 2J + 3/ 2 

+ (n+l) l!II( 2 >Iv+ I f n+lH(x)vdxl + I f; H(x)vdxl + I J n+l . H( )vdxl 
n+l o n-t-2 [n / 2] + 1/ 2 x 

n+l 

Aangesien [~]+3/2 ~ n+½ en !H(x)I = JH(l- x)I volg dat: 

~ 

1 n+l 
I I 

- 1 I - Iv v e (v, n) ~ 6(n+l) H~) + 2! f H(x) dx!. 
0 

Pas ons nou lemmas 3. 1 en 3. 3 toe dan volg dat 

max 
v < 2k 

- n 
6 < 1 

max I I -6 d w. s . v < 
2

k e1 (v, n) = o(n ) 
n 

6 < 1, n ..;. oo, 

n+l 

2 max I _.1 I -1 max 2 
:. B (logk) < ( <k 2:: a a t(m!r!) 2 e

1
(v, n) +n <k 6 )(logk) 

n n - m, r t ms r m, r m r n - n s, - n 

2 -6 max _.1 2 -6 
< o(l} + (log k ) o(n ) S S (m! r! ) 2 < o(l) + (log k ) o(n )k ! 
- n m, r m r - n n 
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= o(l) as n -+ 00, volgens lemmas a 7 en 3. 1. 

2 
B (log k ) = o(l) as n -+ oo 

n n .. 

2 
B a = o(l) as n -+ 00• 

n n 

Kondisie (BI'l) word dus bevredig. 

4. 5 KONDISIE (BI'2) 

Ons moet aantoon dat: 

B* 2 2 max - 2 b2 b2 (1) a = a k n I: . . = o as n -+ 00, n n n m, r < 1mn 1rn 
- n i 

Soos tevore is dit slegs nodig om aan te toon dat 

2 
B*(logk) =o(l) as n -+ 00• 

n n 

Nou is: 
m 

2 -1 s+t 
b . = I: a a t (m! ) H. 

1mn s, t =0 ms m m 

- 2 2 2 -1 -1 
n I: b . b . = n I: a a a a (m! r ! ) 

1mn 1rn t ms mt ru rv 
i S, , U, V 

-1 2(m+r) I I - 1 < n H I: a a a a (m! r ! ) 
- ln t ms mt ru rv 

S, , U, V 

4k 
= n-1 H12(m+r) S2 S2 (m! r! f 1 < n-1 Hl n (k ! )2 

n m r - n n 

- 6 
= o (n ) 6 < 1, volgens lemma 3, 1 

-6 
B * = o (n ) 6 < 1, as n -+ oo 

n 
2 

B*a = o(l) as n -+ oo, 
n n 

Kondisie (Bf'2) word dus bevredig. 

[n-1 " H". J Ii t ) '--' '" = s+ +u+v 
. lil 
1 
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4. 6 KONDISIE (CBI'l) 

Ons moet aantoon dat: 

-2 
Stel C (m) = n I: c .. b. b. , dan het ons dat: 

n . . 1Jn 1mn Jmn 
1, J 

m ~1 
-1 - 1 k -2 r s 

C (m) = I: a a (m! ) (n I: h ( / ) n I: H. H. 
n 

O 
mr ms k 

1 
n . . m Jil r,s= = 1,J 

-1 = I: a a (m! ) A (r, s) (se) 
m r ms n 

r ,s 

waar: 

-1 s k 
- n I: H . ( / )) 

j > k Jn n 

- 1 k = n I: h ( / ) Jkn (r , s) 
k n 

(se). 

Let op dat A (0, 1) = A (1, 0) = A (0, 0) = 0. 
n n n 

Laat nou: 

-1 r 
I k(l' r ) = (n+l ) I: H. -
n i < k m 

k/n 
f H (x { dx 

0 
k = 1, ..• , n en: 

I k(2, r ) = (n+l)-l I: H~ - 1
1

H(x{ dx 
n i > k m k/n 

k 0=l, .•. ,n 

dan kan ons skr yf: 

2 k k k / n k 
~nl) Jkn(r , s) = ((1- / )I k(l, r) + (1- /) f H(x{dx- / I k(2, r) 

n n n o n n 

k l r k k k / n s k k 1 
- / k /f H(x) dx)((l - / )I k(l, s) + (1 - / ) .f H(x) dx - / I (2 s ) - / f H(x>8dx) 

n n n n n o n nk ' n k/n 
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k 2 k 2 k/n s 
= (1. - / ) I k(l' r)I k(l' s) + (1. - / ) I k(l' r) f H(y) dy n n n n n o 

k 2 
+ (1. - I ) I k(l' s) n n 

km km km 
f H(x{dx + (1. - k/ ? f H(x{dx f H(ytdy 

n 
0 0 0 

k 2 k 2 
1 

s k 2 
1 

r 
+ ( / ) I k (2, r )I k (2, s ) + ( / ) I k (2, r) J H (y) dy + ( / ) I k (2, s ) J H (x) dx 

n n n n n k/n n n k/n 

1 1 
+ t / ? J H(x{ dx J H(y)

8
dy - k / (1. - k / )I (1., r)Ink(2, s) 

n k/n k/n n n nk 

k k k k l s 
- I (1. - I )I k (2, r) I k (1. , s) - / (1. - I )I k (1. , r) J H (y) dy 

n n n n n n n k/n 

k k 1 r k k k/n 1 
- I (1. - I )I k (1. , s ) J H (x) dx - / (1. - I ) J H (x { dx J H (y) 

8 
dy -

n n n k/n n n o k/n 

1 k/n k/n 
k / (1. - k / ) J H (x { dx f H (y t dy - k / (1 - k / )I k (2, s) J H (x { dx 

n n k/n n n n 
0 0 

k k k/n 
- / (1 - / )I k(2, r) J H(y)

8
dy. 

n n n 
0 

Noem die terme Jkn (i, r, s) vir i = 1, 2, .•• , 16. Ons beskou nou elke ter m 

afsonder lik. Ons toon nl. aan dat elke term wat een of twee Ink ter me bevat teen 'n 

seker e tempo na nul konvergeer._ (Dws. terme Jkn (i, r, s) i = 1, 2, 3, 5, 6, 7 , 9 , 

10, 11 , 12, 15, 16). Die orige vier terme wil ons vergelyk m et y wat ons ooreen = 
m 

komstig kan opbreek in 4 terme (sien later). Stel: 

A (i, r, s) =n-
1 

I: ht/ )Jkn(i, r, s) i = 1, 2, ... , 16 en: 
n k n 

-1 
C (i, m) = I: a a (m! ) A (i, r, s) i = 1, 2, ..• , 16. 

n mr ms n 
r,s 
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. I I max max I I -1 k k 2 (1) A (1, r, s) < l < k < <k I k(l, r)I k(l' s) n I: h( / )(1 - / ) . n - _ _ n r, s _ n n n k n n 

Uit lemma 3. 4 volg dat vir 6 < 1 is: 

< o(n-26)(n-1 I: h2( / )( / /(1- k/ )4)½ x (n-1 I: {1 / )4>1 
- k n n n k k 

= o(n-
26

)0(1) n312o(l) 

-6' 
= o (n ) met 6 ' < ½ 

maks I I - 6 max I I -1 
0 n m < k en (1, m) ~ o(n ) 0 n m < k I: amr ams (m!) (o < ½) 

- n - n r, s 

-6 
< o (n ) a k ! soos tevore 
- n n 

= o (1) as n + • 

met behulp van lemma a7 en uit a ~ log k . 
n n 

k/ 2 Jk/n H(y)sdy (ii ) Jkn (2, r, s) = (1 - n) Ink(l' r) 
0 

volgens lemma as. Pas ons nou lemma 3. 4 toe, dan volg: 

= o(n- 6)n-1 I: (1- k/n)\(/n)ISs(Hf /n))I, 6 < 1. 
k 

< o(n- 6)n-1 I: (1- k/ )2H'(/ )IH(/ >ls-1 
k n n n 
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1 1 

= 0(1). n2 0(1) = O(ri2) 

Rln (6 ' s) ~ ¢1- 6) 0 (n ½) I Hr/ n) I s-1 ~ 0 (n- 6') I Hr/ n) I kn 

-A = o (n ) met A < ½, volgens lemma 3. 1. 

Beskou nou R2n (6, s) en gestel eers s is onewe. Dan is: 
s-1 
2 

- 6 ' 
=-= o(n ) niet 61 < ½. 

Die eerste term kan duidelik net soos by s onewe behandel wor d Vir die 

tweede term het ons volgens lemma 3. 7 dat dit: 

<k! 
- n 

= k! 
n 

o(n- 6) n-1 I: k/ (1- k/ )hf/) 
k n n n 

0 -6 
o (n ) 0(log n) 

- 6 ' = o(n ), 6' < 1. 
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max 
·· rs< k ' - n 

. . cr n 
max IC (2, m)I < cr o(n- 0

), 
m<k n - n 

- n 

= o(l) as n ➔ co, 

(iii ) Uit simmetrie volg nou ook dat: 

cr maxk IC (i, m)I = o(l) as n -+ co vir i = 3, 5, 6, 7. 
nm < n 

- n 

(iv) Ver der het ons volgens lemmas 3. 4 en 3. 7 dat: 

- 20 = o(n ) O(log n), 

-o' = o(n ) 

I C (9, m, I < o (n -
0 

)m! 
n -

0 < 1. 

0 1 < 2 

cr m<axk IC (9, m) I = o(l) as n -+ co, 
n m n 

- n 

(v) Uit simmetrie volg ook: 

a m<axk le (10, m)I = o(l)asn-+ 00• 
nm n 

- n 

(vi) Beskou nou die elf de term: 

Pas lemma a8 toe om te kry: 

Soos tevor e volg nou maklik dat: 

I A (11, r, s) I < o(n- o) o < 1, onafhanklik van s en r 
n -
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• . 0 maxk I C (11, m) I = o· (1) as n -+ oo, 
n m< n 

- n 

(vii ) Uit simmetr ie volg dan ook dat: 

a maxk IC (i, m) I = o(l) as n -+ 00, vir i = 12, 15, 16. 
nm< n 

- n 

(vii i) Ons beskou nou die or ige vier terme. Ons wil hierdie vier terme vergelyk m etg 

1 1 
y = J J c(x, y )g (x)g (y )dxdy 

m o o m m 

-1 1 2 z r z s 
= r a a (m! ) ( J h(z )(1 - z) J H(x) dx f H(y) dydz 

m r ms o o o 
r ,s 

.1 .2 J. r 1 s 1 z r L s 
+ r h(z). z r H(x) dx f H(y) dydz - f h(z)z (1- z) f ll(x) dx J H(y) dydz 

0 Z Z O O Z 

; 1 r z s 
- h (z ) z (1 - z) f H(x) dx f H(y) dydz ). 

0 Z 0 

- 1 4 
= r a a (m!) r I. (r , s). 

m r ms i'=l 1 r ,s 

(a) Stel: Dn (1, r , s ) = An (4 , r , s ) - r
1 

(r, s) 

1 2 r +s- 2 . 
- f (1- z) H(z) (1 + \l (H(z )))(1 + \l (H(z )))dz 

o r s 

-1 k 2 k t 1 2 t -1 k 2 k t k = n r (1 - / ) H( / ) - r (1 - z) H(z) dz + n r (1 - / ) H( / ) \l (H( / )) 
k n n O k n n r n 

.1 2 t -1 k 2 k t. k - r (1 - z) H ( z ) \l (H (z) )dz + n r (1 - / ) H ( / ) \l (H ( / )) 
o r k n n s n 

1 2 t 
- f (1 - z ) H (z) \l (H (z)) \l (H (z ))dz 

o r s 
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= D
1

n (1, r , s) + D2n (1, r , s) + n
3
n (1, r , s) + D 

4
n (1, r, s) (se) 

waar t = r + s - 2. 

Uit lemma 3. 6 volg dadelik dat 

max I I -o r s < k Dln (1, r , s) = o(n ), 
' - n 

o < 1, as n -+ co. 

Beskou D2n (1, r , s) en gestel eer s r is onewe, sodat: 
r- 1 

v (z) = 7 (r - l)(r - 3) ••• (r - 2u + l).z- 2u 
r U=l 

I I max I -1 k 2 k t- 2U 1 2 t- 2U I 
· D2n (l , r, s ) ~ r ! r- l n I: (1- / n) H( /n) - /, (1- z) H(z) dz 

u<- k 
- 2 

Uit _lemma 3, 6 volg dan: 

max 
r ,s < k 

- n 
[ r onewe } 

0 < 1. 

Gestet 11_ou r is ewe, dan volg: 

2 
In (1 , r , s ) I < I: (r - 1) ... (r - 2u + l)ln- l I: (1- k / )2Hf / /- 2u - 1 \1-z )

2
H(z / - 2udz I 

2n ;_==l k n n o 

I - 1 k k 2 k k s- 1 1 2 s-1 I + (r - 1) ... 3. 1 n I: / (1 - / ) H1 
( / )H( / ) - J z (1 - z ) H' (z )H (z) dz . 

k n n n n o 

Die eer ste t er m kan net soos by r onewe behartig word. Vir die tweede ter m 

kry ons dat dit 

I - 1 k k 2 k k s-1 1 2 s- 1 I < r ! n I: / (1 - / ) H' ( / )H( / ) - f z (1 - z ) H' (z)H (z) dz 
- kn n n n o 

= r ! R (s ) (se ) 
n 

< k ! R (s). 
- n n 
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2 s- 1 
Laat: f (x) = x(l - x) H' (x)H(x) . Volgens lemma 3. 5 bestaan daar dan 'n 

s 

O < 6 < ½ sodat f (x) monotoon is op (0, 6 ). Ons kan ook skryf: 
s 

1 [no]- lk 6 1 n-1 k 1 
R (s) < In- I: f ( / ) - f f (z )dz I + In- I: f ( / ) - / f (z )dz I 

n - k:=:l s n o s k=[no J s n u s 

=-: R
1
n (s, 6) + R2n (s, 6). 

Pas ons nou lemma a5 toe op R
1 

(s, 6) dan volg dat: 
n i 

1 [ "] 1 T 6 
R

1
n (s, 6) < n - l If (~) - f ( no - 2 ) I + I f f (z )dz I + I [ Ji: J 1 f (z )dz 

- S n S n o S _nu_ -2 S 

n 

6 
f (z )dz I + I J f (z )dz 
s [no}½ s 

met 11. < 1. 

n 

Met behulp van Schwarz se ongelykheid kry ons : 

½ /n ½ /n 1 ½ /n 1 

I J f (z)dz I< ( f z 2 (1- z)4H1 (z>2dz)2( f H(z)2 (s-l)dz)2 
0 S - 0 0 

max 
:':: o(l) s < k ( 

- n 
-11. I 

:.= o(n ), A' < ½, volgens lemma 3. 3 Soortgelyk vind ons <lat: 

6 
/:~ I f f

8
(z)dzl = o{n-11.

1

), 11. 1 <½ 
- n [n6 J-½ 

n 

. max R ( i: ( -11. , 1 s u) = o n ), /\ < -2, 
s < k ln ' 

- n 

Op R2n (s, 6) kan ons op soortgelyke wyse te werk gaan, behalwe <lat 

ons l emma a6 toepas. Ons vind dus <lat: 

max 
s<k 

- n 

-6 
R (s) = o(n ), 

n 
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. . max I D (1 ) I (n- 6 r, s = o ), 
r, s < k 2n ' 

- n 
[ r ewe } 

. max I I -o 
.. r ' s < k D 2n (1, r ' s ) == o(n ), 

- n 

Dit is duidelik da t net so sal volg dat: 

max I I - 6 1 

< k 
D

3 
(1, r , s ) == o(n ), 6 < 2 • 

r,s n 
- n 

Beskou nou ten slotte D 
4
n (1, r, s). Gestel beide r en s is onewe, sodat: 

ID 
4

n (1, r , s) I :: I: (r- 1 )(r-· 3) . . . (r- 2u+ 1 )(s·- 1 )(s·- 3) . • • (s- 2v+ 1) 
u,v 

I - 1 k 2 k t .1 . 2 t I 
x n I: (1 - / ) H ( / ) - J (1 - z) H (z) dz 

k n n o 

waar t == r + s - 2 - 2 (u + v ). 

Nou volg duidelik net soos hier bo dat: 

m ax 
6 

r , s=:: kn ID4n(l, r, s ) I = o(n- ) 

[ r , s onewe} 

Gestel nou r en s is beide ewe. Dan is : 

ID 4n (1 , r , s ) I:: I: (r-l)(r-3) ••. (r- 2u+l)(s- l)(s- 3) .•• (s-2vtl) 
u,v 

I - 1 k 2 f t 1 2 t I x n I: (1 - / ) H / ) - f (l - z ) H (z ) dz 
n n o · 

k 
(t == r+s- 2- 2 (u+v) 

I 
-1 k 2 k 2 k 1 2 2 I + (r-1) • • • 3. 1 (s- 1) • • • 3.1 n I: ( / ) (1 - / ) h( / ) - J z (1- z ) b (z )dz 

k n n n o 

+ 2 ter me waarvan die konver gensi e analoog sal volg. 

Die eerste term kan duidelik net soos hierbo behandel word. Stel: 

2 2 ~ 
h (z ) = z (1 - z ) h(z} dan bestaan volgens lemma 3. ;:, 'n 0 < o < ½ sodat h (z ) monotoon 

s s 

is op (0, 6 ) en (1 - 6, 1 ) terwyl h (z) en h' (z ) begrensd is op [6, 1 - 6]. 
s s 
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Ons kan die term nou skryf as : 

[no J 
6 1 

[n(l-6)] k 
_::: r ! s! (ln-l L'. h f I ) - f h (z)dz I + In- L'. h { / ) - J1

-
6h (z)dz I 

k =l s n o s k=[no ] +l s n 6 s 

n-1 
+ ln-l L'. hf/)-

k [n(l- 6 )] +l 8 n 

1 
f h ( Z)d z I. 

1-6 s 

Op die eerste en laaste ter me kan ons nou lemma a5 toepas en op die 

tweede term kan ons lemma a6 toepas , waaruit konvergensie dan direk volg. 

Ons vind dus dat : 

; :\ k ID 4n (1 , r , s) I =-= o(n-o ), 6 < ½. 
- n 

[ r ens ewe } 

Die geval waar r .we en s onewe is kan duidelik soortgelyk behandel word. 

(Gebruik lemma 3. 5 (ii )). 

max I I -o r , 
8 

< k D 4n (1, r , s) == o(n ), 
- n 

max I 
· · crn m < k L'. 

- n r ,s 

-o = 0 k ~ o(n ), 6 < ½ 
n n 

=: o (1 ) as n + 00, 

(b) St h D (2, r , s) - ' A (8 , r, s ) - I
2

(r, s), 
n n 

Dan volg uit s immetrie dat : 

6 < ½ 

max 
m! 

m<k 
- n 
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max I - 1 I cr k I: a a (m! ) D (2, r , s) 
nm< m r ms · n 

- n r , s 

""" o (1 ) as n -,. CX). 

(c) Stel: D (3, r, s) = A (13, r, s) - 1
3 

(r, s). 
n n 

1 t l - J z(l - z )H (z ) (1 + \i (H( z 1))(l + µ (H (z )))d z 
r s 

0 

I - 1 k k k t 1 t I I -1 k k k t k < n I: / (1 - / )H ( / ) - J z (1 - z )H (z) dx + n I / (1 - / )H ( / ) v (H / )) 
- kn n no kn n n r n 

I t I I -1 k k k t k - z (1 - z )H (z) \i (H (z) )d z + n I: / (1 - / )H ( / ) µ (H ( / )) 
r kn n ns n 

/ 
t -1 k k k t k k 

- z (1 - z )H (z ) µ (H (z ))dz I + In I: / (1 - / )H ( / ) \i (H ( / ))µ (H ( / ) ) 
s kn n n r n s n 

1 . t 
- J z(l - z)H (z } v (H (z))µ (H(z))dz I 

o r s 

=-= D
1

n (3, r , s) + D2n (3, r , s ) + D
3
n (3 , r , s ) + D 4n (3 , r , s) met t r+s-2. 

Uit lemma 3. 6 volg dadelik: 

max -6 
< k D

1 
(3, r , s ) ==0 o(n ), 6 < 1. r , s n 

- n 

Vir r onewe volg konvergens ie van D
2
n (3, r , s) uit lemma 3. 6 terwyl vir 

r ewe konvergens ie volg analoog aan konvergensie van R (s) hierbo, (By 
n 

D 2n (1 , r , s ) ). Konvergensie vrui D 
3
~ (3, r, s) volg dan uit simmetrie, 

. max - 6 
. . < k D . (3, r, s ) ::-: o(n ), o < ½, i =-0 1, 2, 3, r , S lll 

- n 
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Beskou nou D 
4

n (3, r, s): 

In die geval wat beide r en s onewe is, volg konvergensie direk uit 

lemma 3. 6. In die geval wat r ewe en s onewe (en omgekeer d) is, volg konver gensie 

uit die van D (3, r , s) hie r bo. Vir b eide r en s ewe volg konvergensi e analoog aan 
2n 

die van D 4n (1, r, s) (d. w. s. m. b. v. lemma 3. 5 (ii.i )). 

. max D (3 ) " - 6) ;_ < _
2
1 . . < k 4 , r , s = o,n , u r ,s n - n 

max In (3 r, s)I = o(n- 6
), 

r s < k n ' ' - n 

max I - 1 I : • CJ < k I: a a (m! ) D (3, r, s) - o (1 ) as n ➔ oo, 
nm mr ms n - n r , s 

(d) Ste!: Dn (4, r , s) = An (14 , r , s ) - 1
4 

(r, s). 

Dan volg uit simmetrie m et (c) dat: 

CJ m<axk I I: a a (m! f 1 
D (4, r, s ) i = o (l ) as n ~ 00• 

nm m r ms n 
n r ,s 

Uit bostaande kan ons dus se dat ~ 
4 

max I - 1 
CJ < k I: a a (m! ) A (r 9 s ) - I: n m mr ms n 

- 1 
a a (m! ) . 

m r ms 
I: I. (r , s) I 

. 1 l - n r, s r , s 1::: 

-- o (1 } as n -r 00, 

max I -2 " b b I (1) ➔ CJ < k n w c. . . . - y = o as n 00
• 

n m . . 1Jn 1mn Jmn m 
- n 1, J 

Kondisie (CBI'l ) word dus bevredig. 

4. 7 DIE VORM VAN DIE ASIMPTOTIESE VERDELlNG VAN Q (EN L ) 
n n 

In pa r agraaf 4. 2 - paragraaf 4. 6 het ons aangetoon dat die kondisies van 
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stelling 2. 4 bevredigword vir ons bepaalde keuse van [c .. }, [b. } en [y }. 
1Jn mm m 

Ons konkludeer dus dat: 

D(T - ET ) 
n n 

co 

➔ D( I: m- l (Y2 - 1)) 
m 

m =l 
as n ➔ 00• 

In paragraaf 4. 1 het ons egter gesien dat: 

)1+1 2 
Q = l Is ) T +1· n 

1 
n 

n+ 

(4. 7. 1 ) 

(4. 7. 2) 

In hierdie paragraaf wil ons die vorm van die asimptotiese verdeling 

van Q m. b. v. (4. 7. 1) en (4. 7. 2) bepaal. Hieruit salons dan die vorm van die 
n 

asimptotiese ver deling van L , soos in paragraaf 3. 1, verkry. Vooraf het ons eers 
n 

nog 'n resultaat nodig. 

Lemma 4. 1: Met T soos hierbo, geld: 
n 
n-1 

ET = n - l I: k / (1 - k / )h.f / ). 
n k=l n n n 

Bewys: Ons het volgens lemma 2. 1 dat: 

-1 n 
ET = n I: c ... 

n i ==l u n 

Vervang ons die uitdrukking vir c.. en keer die volgorde van sommering 
l lll 

om, dan volg: 

1 n-l k 1 n · k 2 
ET = n- I: h( / )(n- I: W [ / , / ) ) 

n k=l n i·-1 n n 

n- 1 
=n- l I: h{/ ) { / ) (1 - k/) 

k =l n n n 

en die lemma volg. 
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-1 n- l k k k 
Stel a 

1 
= n I: / (1 - / )h ( / ). 

n- k=l n n n 

Ons kry nou die volgende belangrike stelling: 

Stelling 4. 1: As n -+ CX) geld dat: 

CX) -1 2 
D(Q - a ) -+ D( I: m (Y - 1)). 

n n m 
m=l 

Bewys: Vooraf; uit die sentrale limiet stelling volg dat: 

-+ N(O, 1) 

m et S ~ Z + . . . + Z , soos tevore 
n 1 n 

1 

S :.: 1 + 0 (n- 2 ) 
n/ p · 

n 

Uit (4. 7. 2) volg nou dat; 

Q - a = {1+
1/s 

1
)
2

(T 
1

- a)+ (f+
1

/ S 
1

>2 - l)a. 
n n n+ n+ n n+ n 

Uit lemma 3. 7 en (4. 7. 3) hierbo volg dat 

(f+l /S 
1

)2 
- l)a = o (1) as n + CX). 

n+ n p 

n+l 
Aangesien /S 

1 
.... 

n+ 

D(Q - a ) 
n n 

CX) 

+ D( I: 
m-=1 

Dit voltooi die bewys. 

1 met waarskynlikheid 1, volg uit (4. 7. 1 ) dat 

- 1 2 
m (Y - 1 ) ) as n -+ CX). 

m 

(4. 7. 3) 

Opmerking: Hierdie stelling gee dus nou vir ons die as imptotiese verdeling van Q • 
n 

In paragraaf 3.1 het ons egter gesien dat ons L as toetsstatistiek gebruik sodat 
n 

ons graag sy verdeling sou wou he. Dit word in die volgende stelling gegee. 
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Stelling 4. 2: Met a soos hierbo geld: 
n 

D(L - a ) + 
n n 

as n -+ oo. 

Bewys: Ons weet dat L = Q + R , waar R = o (1 ). Die bewys volg nou direk 
n n n n p 

uit stelling 4. 1. 

Opmerking: Hierdie stelling stel ons dus in staat om L te gebruik as toets= 
n 

statistiek vir die hipotese H : F = ~. Al wat ons nog nodig het is die kritieke 
0 

waardes van die asimptotiese verdeling van L . Hierdie, tesame met 'n tabel van 
n 

a vir sekere keuses van n, word in die volgende paragraaf gegee. 
n 

4. 8 KRITIEKE WAARDES VAN DIE ASIMPTOTIESE VERDELING VAN Q (EN L ) 
n n 

Ons het in die vorige paragraaf gesien dat onder H geld: 
0 

00 

- 1 2 
D (Q - a ) -+ D ( z m (Y - 1)) as n -+ oo. 

n n m 
m=l 

Laat Y = r; m-
1
(Y~ - 1), dan salons in hierdie par agraaf die krit ieke 

waardes van die verdeling van Y bepaal. Om dit te doen gaan ons die kar akte== 

ristieke funksie van Y bereken en dit dan omkeer. 

Beskou nou 'n stogastiese veranderlike X met digtheidsfunksie f, distribu= 

siefunks ie F en karakteristieke funksie cp. Dan is dit welbekend dat: 

1 oo -itx 
f (x) = 

2
TT _J e cp(t)dt 

indien _J lcp (t)jdt < 00• 

Uit (4. 8. 1) volg dan dat: 

l oo y -itx 
0 

f (x)dx = _t, <'t) (t)(
0
.r e dx)dt 

. _ i 00 ..se_fil - ity 
F (y)- F(o) -

2 
J ·t (1- e )dt 

TT -co l 

(4. 8. 1) 

(4. 8. 2) 
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Ons sal van hierdie omkeringsformule gebruik maak. 

Vir Y soos hierbo geld nou dat : 

cp (t) = EeitY 

00 -it;k itY!;k 
= II e Ee 

k=l 

00 • /I p 1 

= II e- it/11.. (1 - 2it;k)-2 

k=l 

want Y! het 'n x ~ verdeling. 

Ons let op dat hierdie vorm van cp(t ) nie geskik is vir berekeningsdoeleindes 

nie. Ons wil nl. 'n vorm van cp(t) he wat vinnig berekenbaar is, sodat die integraal 

in (4. 8. 2) numeries bepaal kan word. Om cp(t ) in sodanige vorm te kry, gaan ons 

as volg te werk: 

Gestel: 

cp (t) = r(t)eiS (t). 

00 2 1 

Nou is : lcp(t)I 
2 = II (1 + 4t ;k

2
)-2 

k=l 

= f inh 2nt)-½ 
2nt . 

Hieruit volg dus dab 

r <t> = lcp <t>I = finh 2nt >- 1/4 
2nt 

e2nt - e- 2nt -1/4 
== ( 4nt ) ' 

Hieruit is dit duidelik dat 

sodat (4. 8. 2) van toepassing is. 
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Verder is : 

(X) ·,lk 1 

cp (t) = ( n e
21

t (1 - 2it/k))-2 

k=l 
en: 

Ons sal hierdie vorm van cp(t) voortaan gebruik. Met behulp van hierdie voor= 

stelling word die integrand van (4. 8. 2) dan: 

_!_ill_ i9(t) -ity 
it e (1 - e ) 

= ~{t) (cos 9 (t) + isin 9 (t)) (1 - cos ty + isin ty). 

Die reele deel hiervan is : 

~(t) (sin 9 (t )(l - cos ty) + cos 9 (t) sin ty) 

:=; r£t ) (sin 9 (t) + sin(ty - 9 (t))). 

Ons vind dus dat: 

F (y) - F (o) = 
2
~ _ J rt) (sin 9 (t) + sin (ty - 9 (t)) )dt. 

Nou is egter: 

r (-t) = r(t) en 9 (-t) = -9 (t) 

F(y)- F(o) = .! j rt{t) (sin 9 (t) + sin(ty - 9(t)))dt. 
TT 0 

(4. 8. 3) 
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Ons kon die integraal regs net numeries uitwerk, sodat ons nie 'n geslote 

vorm vir F (y) - F (o) kon vind nie. 

Kies nou y baie groot dan word die linkerlid van (4. 8. 3) 1 - F (o ), waaruit 

ons F (o) dan kan vind. Dit stel ons dus in staat om F (y) te bepaal. 

Die volgende tabel gee die waardes van F (y), afgerond tot 3 desimale, vir sekere 

keuses van y. 

TABEL 4. 8. 1. DIE ASIMPTOTIESE VERDELING VAN Q - a 
n n 

X F(x) X F(x) X F(x) X F(x) 

-3, 5 0,000 -0, 8 0,381 1,5 0,836 3,8 0, 960 
-3, 0 0,002 - o, 7 o, 410 1,6 0,846 3,9 0,963 
-2, 9 0, 003 -0, 6 0,438 1,7 0,856 4, 0 0, 965 
-2, 8 0,005 -0, 5 0,466 1,8 0,864 4,5 0,974 
-2, 7 0,008 -0,4 0,494 1,9 0,873 5, 0 o, 981 
-2, 6 0,012 -0, 3 0,520 2, 0 0,880 5,5 0,986 
-2, 5 0, 018 -0, 2 0,546 2,1 0,887 6, 0 0, 989 
- 2, 4 0,025 -0, 1 0, 570 2,2 0,894 6. 5 0,992 
- 2, 3 0,034 0, 0 0,594 2,3 0, 901 7,0 0,994 
- 2, 2 0, 045 0,1 0,617 2,4 0, 907 7,5 0,996 
- 2, 1 o, 058 0,2 0, 638 2,5 0,912 8, 0 0,997 
-2, 0 0, 073 0, 3 0, 659 2,6 0,917 8, 5 0,998 
-1, 9 0,091 0,4 0,679 2,7 0,922 9,0 0,998 
- 1, 8 0, 111 0,5 0,697 2,8 0,927 9,5 0,999 
-1, 7 0,132 o, 6 o, 715 2,9 o, 931 10, 0 0,999 
- 1 , 6 0,156 0,7 0, 732 3, 0 0,935 10, 5 0,999 
-1,5 0,181 0,8 0,748 3,1 0,939 11, 0 1,000 
-1, 4 o, 208 0,9 0,763 3,2 0,943 
-1, 3 0,235 1, 0 0,777 3,3 0,946 
- 1, 2 0,264 1,1 0, 790 3,4 0,949 
-1, 1 0,293 1,2 0,803 3,5 0,952 
-1,0 0,322 1,3 0,815 3,6 0,955 
-0, 9 0,351 1,4 0,826 3,7 0,958 
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Laat vervolgens a, die grootte van die tipe I fout wees, dan is die kritieke 

waar des vir 'n toets van grootte 1-a,, vir 'n aantal keuses van a, bepaal. Om te be= 

paal hoe goed hierdie kritieke waardes die van die verdeling van Q - a benader 
n n 

wanneer n eindig is, is 1500 waardes van Q gesimuleer vir seker e keuses van n. 
n 

Hieruit is die kritieke waardes van die verdeling van Q - a geskat. Hierdie re= 
n n 

sultate, tesame met die kritieke waardes van die asimptotiese verdeling (d. w. s. 

vir n = co) , word in die volgende tabel gegee: 

TABEL 4. 8. 2 KRITIEK.E WAARDES VAN DIE VERDELING VAN Q - a 
n n 

Kritieke waardes 

a, n = 50 n = 100 

o, 20 1,04 0,95 

0, 15 1,57 1, 46 

0, 10 2,43 2,14 

O, 05 4,02 3,44 

o, 01 7,22 7, 11 

n = co 

1,18 

1, 64 

2, 29 

3, 42 

6, 12 

Die geskatte waardes hierbo is verkry deur 500 waardes van die statistiek volgens 

elk van drie kansgetal generators te simuleer. Hiervan is toe die gemiddeldes geneem. 

Dit het geblyk dat die resultate redelik gevoelig is vir die tipe generator wat gebruik 

word. Vir n = 100 is betroubaarheidsintervalle vir die persentiele bereken en daar is 

gevind dat bostaande waardes wel daarin le. Indien hierdie opmerkings in gedagte gehou 

wor d, dan lyk dit asof die asimptotiese kritieke waardes 'n redelike benader ing gee 

in die geval n = 100. 

Die konstante a wat hierbo gebruik is, word in die volgende tabel gegee vir 
n 

seker e keuses van n. 
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TABEL 4. 8. 3. WAARDES VAN DIE NORMERINGSKONSTANTE a 
n 

n a 
n 

1 0, 7854 
2 1,1206 
3 1,3211 
4 1,4597 
5 1,5637 
6 1,6459 
7 1, 7133 
8 1,7700 
9 1,8188 

10 1,8614 
15 2,0162 
20 2,1176 
25 2,1917 
30 2,2494 
35 2,2964 
40 2,3358 
45 2,3696 
50 2,3991 
60 2,4485 
70 2,4888 
80 2,5227 
90 2,5518 

100 2,5772 
150 2, 6702 
200 2,7320 
300 2,8136 
400 2,8682 
500 2,9087 
600 2, 9407 
700 2,9671 
800 2,9894 
900 3,0087 

1000 3,0257 
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HOOFSTUK 5 

OP TIMALITEIT VAN Qrv,/ ) VIR W :;:: h EN VERGELYKING MET ANDER TOE TS= 
n 

STATISTIEKE 

5. 1 INLEIDING EN OORSIG OOR DIE TEORIE VAN BENADERDE BAHADUR 

HELLINGS 

In paragraaf 1. 3 het ons gesien dat as toetsstatistiek vir die enkelvoudige geval 

kan ons Q rv,/) gebruik, met W een of antler gewigsfunksie op (0, 1). In paragraaf 3. 1 
n 

is aangetoon dat L as 'n alternatiewe toetsgrootheid gebruik kan word. Daar is ook 
n 

aangetoon dat onder H geld L = Q (h) + R , waar R = o (1), as n -+ (X). 

o n n n n p 

Die vraag ontstaan nou of die keuse W = h nie miskien optimaal is in een of 

and er s in n ie. Ons sal in hierdie hoof stuk aantoon dat in die geval van 'n bepaalde klas 

van alternatiewes die antwoord hierop bevestigend is. As maatstaf van vergelyking sal 

ons gebruik maak van die sogenaamde benader de Bahadur hellings. Ons sal Q CN) ook 
n 

t. o. v. Bahadur hellings vergelyk met sekere antler bekende toetsgroothede vir die 

enkelvoudige geval. 

Ons gee vervolgens net 'n kort oor s ig oor die teorie van benaderde Bahadur hel= 

lings. (Vir 'n vollediger bespreking sien Bahadur (1960), Bahadur (1967) en 

Abrahamson (1965 )). 

Laat X 'n stogastiese ver anderlike wees en dui deur ~ = (X
1

, x
2

, ... ) 'n ry 

van waarnemings op X aan. Laat [ P 
8

, 8 E @} 'n ver sameling ·waarskynlikheidsmate 
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wees, waar ® 'n abstr akte par!imeterruimte is , en laat ® 'n egte deelvers ameling 
0 

van® wees, 

Beskou die hipotes e H : 8 E ® . Laat [T ~) } 'n r y van toetsstat is tieke vir 
o o n-

H0 wees, Die ry {Tn~}} word genoem 'n standaard ry indien die volgende voorwaar== 

de s geld: (Die kondis ies is effens gewys ig om aan te pas by ons situasie. ) 

SI : Daar bestaan 'n ni&- ontaarde, kontinue distr ibus iefunksie F, sodat vir alle 

e E ®0 geld dat: 

lim P ('f < r) == F (r ), r E (- oo, oo), 
n >- CXl 8 n-

SI! : Daar be.staan 'n konstante a E (0, 00) s odat as r ➔ 00 geld: 

log(l- F (r )) = - ½ar (l +o(l)). 

SUI : Daar bestaan 'n nie-negatiewe r eele funks ie b op ® sodat : 

(i) b(8 ) > O vir 8 E ® - ®
0 

(i) lim p (i n- 1
T - b(S) I > r) = 0 vir elke r > 0 en 8 E ®· 

n ➔ oo 8 n 

Uit Sl en SJ.II sien ons dat b(8 ) == 0 wanneer 8 E ®0 en T ➔ 00 in waarskynlik= n 

heid, wanneer 8 E ® - ®0 • Indien ons T dus gebr uik as toetsstat istiek vir H ~ sal ons 
n o 

gr oot waardes van T a s beduidend beskou. 
n 

Indien die eksakte verdeling van T onder H nie bekend is n ie , kan die 
n o 

drempel be r eik deur T (X) geskat word deur die s togas tiese veranderlike : n -

L == L (T (){: )) = 1 - F (T (X)). n n n - n -
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(Die drempel bereik deur T is die w~arskynlikheid, onder H , om 'n waarde van T 
n o n 

groter a s T (X), sy waargenome waarde, te kry,,) n-

Indien H nie waar is nie sal L -.- 0 in waarskynlikheid as n ➔ oo (onder boge= 
o n 

noemde kondisies ). Die tempo waarteen laasgenoemde konvergensie plaasvind gee 'n 

aanduiding van die a simptotiese doeltreffendheid van T • (By 'n gegewe 9 E (8) - (8) • ) 
n o 

Die gedrag van L wor d beter ondersoek deur: 
n 

K =- K (1' ) = - 2 log L (T ). 
n n·n n 

Dit volg dan uit bostaande dat vir elke 9 E @ geld 

- 1 
n K + ab (9 ), in waarskynlikheid, a s n _.. 00• Hieruit sien ons dat K n n 

a s imptoties lineer is in n, sodat die benaderde helling van T gedefinieer word as: 
n 

c (8 ) = ab (9 ). 

Die benadering hier ter sprake volg uit di f eit dat L slegs die benaderde drempel 
n 

van T is. 
n 

Indien ons nou twee rye toetsstatistieke T en T het, met benaderde hell ings 
ln 2n 

c
1 

en c
2

, dan kan ons c
1 

(9 )/c
2 

(9 )9 9 E@ - @0 ~ beskou a s die benaderde asimptotiese 

doeltreffendheid van T t. o. v. T
2 

• (Sien Bahadur (1960)). 
ln n 

Indien (8) 'n metriese r uimte is en @ - @0 is dig in ®, dan vir 9 
0 

E ®
0 

en 

{9k} 'n ry uit@ - @0 met limiet 9 0 , kan ons die benaderde asimptotiese limiet 

doeltreffendheid (by 8 ) van T t. o. v. T definieer as: 
o ln 2n 
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L (8 ) - lim 
12 o k ➔ ro 

mits hierdie limiet bestaan. L
12 

(8 
0

) is intuitief bruikbaar aangesien die meeste 

toetssituas ies groot steekproewe vereis vir diskriminasie slegs as 8 naby (8)
0 

is. 

In hier die hoofstuk sal ons L
12 

gebruik as maatstaf om twee rye toetsstatistieke 

met mekaar te vergelyk. Om L
12 

te vind moet ons dus a en b(8) bepaal. Om dit te 
• 

bepaal gebruik ons die volgende stelling van Abrahamson (1965) wat daarop neerkom 

dat indien die momentvormende funksie van die asimptotiese verdeling van 'n toets= 

statistiek 'n bepaalde vorm het, dan kan die benaderde helling maklik gevind word. 

Laat Z 'n stogastiese veranderlike wees met distribusiefunksie F en moment= 

vormende funksie m(t), d. w. s.: 

ro ZS 
m (s) = J e dF(z ). 

-(X) 

Ons het dan die volgende: 

Stelling 5. 1: Laat s == t + iT, y E [ O, 1) en d > O. Gestel 

m (s) = f (s )(d - s r y 

waar f (s ) analities is in 'n gebied wat [s It~ d} bevat. Dan is: 

log(l - F (z )) = -dz (1 + o(l)) a s z ► 00• 

Bewys: Sien Abrahamson (1965), Gevolgtrekking 2, Bl. 153, (Alhoewel sy die stel= 

ling bewys vir 'n stogastie se veranderlike Z waarvoor geld dat Z :::: 0 byna seker, 

volg die huidige stelling direk uit haar bewys. ) 
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Qpmerking: Ons sien dus dat in hierdie geval is 

a = 2d. 

5. 2 DIE BENADERDE HELLING IN 'N BEPAALDE GEVAL 

Ons s al in hierdie paragraaf kondisies gee waaronder die helling van Q fvy) 
n 

'n bepaalde vor m het. Dit sal ons in die volgende paragraaf in staat stel om die opti= 

maliteit van Q (h ) te bewys. 
n 

Laat weer H : F (x) = ~ (x) en beskou a s alternatiewes H : F (x) = F
8 

(x) 
o 1 

waar 8 in 'n deelver sameling van die r eguit lyn le, en 8 'n enkele punt is sodat 
0 

F
8

(x) ➔F8 (x) = ~(x) a s 8 + 8 • In hierdie geval word H dan H : 8 = 8 • 
0 0 0 0 

0 

As toetsstatistiek het ons dan: 

~ (g}(X. ) - j / )2W. 
j=l Jn n+l Jn 

Onder H is die statistiek dan: 
0 

n 
Qnfvy) = I: (U. - j/ +1)2W.' 

j = 1 Jn n Jn 

soos in paragraaf 1. 3, terwyl, onder H
1 

word die statistiek: 

) n -1 j 2 
Ql n (S) = I: (~lFe (U. )) - / 1> W. 

j :,1 Jn n+ Jn 

-- I: (Ge (U. ) - j / +1>2w. , 
j Jn n Jn 

waar 
8 

= ~w; 1
) en ons aanvaar dat F;

1 
goed gedefinieer is. 
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Beskou nou die volgende kondisies : 

(Hl ) Daar bestaan getalle (pr); k = 1, 2, . . • } en [a:'); n = 1, 2, ••• } sodat: 

D(Q 'Yv) - a (!#)) + D( ; p 'Yv) (Y2 - 1 )) a s n 
n n k=l k k 

+ oo, 

met [Yk} onafhanklik, elk N(O, 1) verdeel. 

is analities in 'n gebied wat [s It_::: (2Pi)f 
1

}, s = t + iT , insluit. 

(H3 ) As n + 00 geld dat: 

8 f. 8 ). 
0 

Ons kry dan die volgende: 

Stelling 5. 2: Indien kondis ies (Hl), (H2) en (H3) bevredig word, dan word die bena= 

derde helling van Q ('N) gegee deur: 
n 

Bewys: Uit kondisie (Hl) volg dat die momentvormende funksie van die asimpto= 

tiese ver dding van Q ('N) - a NI) gegee deur: 
n n 
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~) 
r,N.) GO -pk s /UT) 1/2 

m (s ) = TI e (1 - 2sp \ .. f 
k=l k 

Ui.t kondis ie (H2 ) volg m. b. v. stelling 5. 1 dat SII bevredig word met: 

Uit (H3 ) volg ook dat SJII bevredig wor d 

Die stelling volg nou direk uit die defin is ie van benaderde helling. 

As toepassing van stelling 5. 2 bepaal ons die hellings van Q(h) = Q en Q (l) n n n 

in die geval van skuif en skaal a lte rnatiewe. 

i) Skuif alternati.ewes: 

In hierdie geval is dus H : F(x) = 4> (x) d. w. s. 8 = 0 en H
1

: F(x) = 4i(x + 8). 
0 0 

Vooraf gee ons eers drie resultate wat ons sal nodig kry: 

Lemma 5. 1: Laat: 

Dan is g
8 

stygend vir 8 > O en dalend vir 8 < o. 

Bewys: Ons het dat: 

- 1 -1 
F 

8 
(x) = 4i (x) - 8 =- H (x) - 8 

G
8

(x) -= 4>(H(x) - 8) 
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G8 (x) = ¢(H(x) - 8) • H' (x} 

- ½8
2 

8H(x) 
= e . e 

- 8
2 

28H(x) 
:. ge (x) = e e 

. . g8 (x) = e-8 2 e28H (x) . 28H' (x ) 

> [ 0 vir 8 > 0 

< [ 0 vir 8 < 0 

en die lemma volg. 

Lemma 5. 2: As n + 00 geld dat: 

ln j j 2 1 2 
(i) n- j~l (G8 ( / n+l ) - / n+l) hj; 6 (G8 (x) - x) h(x)dx en 

(ii n- 1 ~ (G (j/ )- j/ )2 
+ 

0
r(G

8
(x) - x)2dx. 

. l 8 n+l n+l 
J= 

Bewys : (i) Beskou die funks ie: 

2 
g8 (x) =: (G

8 
(x) - x) h (x) 

2 2 = (~ (H (X ) - 8 ) - X) / ¢ (H (X)) • 

.._ tel y :::, H(x), en laat: 

As y .;, - 00 geld nou dat: 

-2 ¢(y-e >
2 

-2 ¢(y-e) I 
1
-1 

= y + 
2 

• (y-8) -2 ) y (y - 8) 
¢ (y) ¢(y_ 
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[ 0 as 8 > 0 

[ co as e < o. 

As y · >- +co volg ook dat: 

[ 0 

[ co 

as 8 < 0 

as e > o. 

Hieruit volg dat: 

➔ [ co 

➔ [ 

(a) Laat 8 < 0: 

as X ➔ 0 en 8 > 0 
of X ➔ 1 en 8 < 0 

as x ➔ Oen e < o 
of X ➔ 1 en 8 > 0. 

Dit volg direk dat 'n 6 = 6 e bestaan sodat g8 (x) dalend is op (0, 6 ), terwyl 

g8 (x) begrensd i s op [ 6, 1 ]. 

Volgens lemma a5 geld: 
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"" o(l) as n + 00, deur toepassing van lemma a3 en die feit dat 

j g*e (x)dx < oo. 

Aangesien g0 (x) begrensd is op [ 6, 1] volg dat: 

(i) geld dus vir 9 < O. 

(b) Vir 9 > 0 volg die resultaat analoog. 

:. (i) geld vir alle 9. 

as n -► oo 

(ii) Die bewys hier volg direk uit die feit dat (G
9 

(x) - x)
2 

begr ensd is op [ O, 1 ]. 

Die lemma geld dus. 

Laat nou _Q
1
n = Q:i J Ons het dan die volgende: 

Stelling 5. 3: Onder H
1 

geld: 

(i ) n-
1 (Qi~- an)~ j-(G

9
(x)- xfh(x)dxinwaar skynlikheid, asn --- 00~ 

en 

in waar skynlikheid, as n + oo. 

Bewys: (i) Ons het dat: 
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Volgens lemma 5. 2 geld: 

as n + oo. 

Beskou nou die tweede term. Volgens Taylor geld da.n : 

-1 j 2 
n ~ (G

8 
(U. ) - G

8 
( / l)) h. 

. Jn n+ Jn 
l 

= n-
1 ~ v~ G' (U :+; )

2
h. 

. Jn 8 Jn Jn 
J 

- 1 2 * -1 2 j - 1 . 2 = n ~ V . g
8 

(U . )h . < n I: V . g
8 

( / l )h. + n I: V . g
8 

(U . )h. 
j Jn Jn Jn - j Jn n + Jn j Jn Jn Jn 

= Rln (8) + R 2n (8) se. 

Hier is U:+; 'n stogastiese veranderlike tussen U. en j / 
1

• Die ongelykheid in die 
~ ~ ~ 

tweede laaste stap volg dan uit die monotonisiteit van die funksie g
8 

(x ) volgens lemma 

5. 1. 

Laat nou 8 > 0. Volgens lemma 5. 1 is g
8 

(x ) dan stygend sodat m. b. v. lemmas 

a9 en 3. 7 volg dat: 

ERln(S)< n-·
2 

~j1n+l (l - j1n+l)g8 (j/n+l)hjn~ ge <o.:1)n-
2 

~ j1n+l (l - j/n+l)hjn 
j J 

- 1 n = n g8 ~) O(log n ) as n + 00• 

Laat o Oen beskou n-
6 

g
8 
f I ). 

n+l 
Stel soos t vore a = H( I 

1
) = - H~n

1
) 

n n+ + 

:. n-
1 

= (1 - 4ida I ))/4i(la I) 
n n 

• - o n 1 - qi d an I ) 
· · n ge \i+1) = ( qi d a I) 

n 

= o (l) as n ➔ oo, 
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-1 n :. n g
8

~ +
1

)O(logn) = o(l)asn -+ oo. 

:.ER (9 ) = o(l) vir 8 > 0, as n -+ 00• 

ln 

Vir 9 < 0 volg die r esultaat analoog. 

:. R (9) = o (1) as n -+ 00• 
ln p 

Beskou nou R
2
n (9 ) d. w. s. : 

- 1 2 
R 2n (9 ) = n ~ V . g9 (U . )h. • 

. Jn Jn Jn 
J 

Laat ,,- > 0. Volgens lemma a l0 bestaan dan getalle ujn (T ) = ujn en u. (T) = u . , sodat 
Jn Jn 

sup 
indien ons stel w. (T) = < < jn g

8 
(u), dan is: 

Jll U. U U 
Jll 

P [ R
2 

(9 ) < ~ V~ h . w. (T)] > 1 - ,,- • 
n - . Jll Jll Jll -

J 

Volgens lemma a 9 geld nou: 

- 1 2 - 2 . . 
En I: V. h . w. (T) < n I: J/ 

1
(1 - 3/ 

1
)h. w. (T) 

. Jn jn Jn - . n+ n+ Jll Jll 
J J 

= R
3
n (9 , T) (se). 

Laat nou 9 > 0; dan is g
8 

(x) stygend sodat: 

jn 
W. (T) = g

8 
(u ), j = 1, . .. , n, 

Jll 

nn max jn 
Ons kan ook aanvaar dat u = 1 < . < n u 

_J_ 

-1 nn -1 j j 
: . R

3
n (9, , ) < n g

8 
(u ) n ~ / 

1 
(1 - / 

1 
)h. 

- . n+ n+ 3n 
J 

-1 nn 
= n g

8
(u ) O(1.ogn) as n-+ 00, 

(5. 2. 1 ) 

-1 nn 
volgens lemma 3. 7. Ons toon nou aan dat n g

8 
(u )log n = o (1 ) as n -+ 00• 

nn 
Stel: b :-:: H(u ) 

n 
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nn 
u = ~(b ) 

n 

- 1 nn -1 -9 2 29bn 
n g

9 
(u ) log n = n e e log n 

- 92 29bn nn - 1 nn -1 - 8
2 29bn - 1 - 1 

= e e (1 - u )n (1 - u ) log n ~ e e (¢(bn);bn )n (1- u_~ log n, 
_

8
2 29bn _1 

,::: K (r )e e (¢(bn)/bn)n (n + 1) log n, volgens 1 mma al 0. 

N 
. n nn 

OU l S ~ U < -
1 

< U , 
nn n+ 

-1 
:. (1 - u ) < n + 1 

nn 
nn - 1 

en (l - u ) > n + l>n. 

2 29b 
- 1 nn ~ -9 n - 1 nn - 1 :.n g

9
(u ) logn< K(r)e e (¢(b )/b )(n+ l)n log (1 - u ) 

- n n 
_

8
2 29bn _1 ~ K(T)e e (¢(b )/b )O(l)log(¢(b )/ b ) 

n n n n 

= o(l) as n -► oo, 

- 1 nn 
n g

9 
(u ) log n = o (1) as n -+ oo, 

R
3 

(8 , r ) = o (1)" as n-+ oo, 
n p 

-1 2 
:.E n ~v . h . w. (r )=o(l)asn + oo, 

. Jn Jn Jn 
] 

- 1 2 
n I: V . h . w. (r ) = o (1 ) as n + 00• 

. Jn ]Il Jn p 
J 

Dit geld vir elke ,- > O, sodat uit (5. 2. 1) volg dat: 

R (9) = o (1) 
2n p 

as n ➔ CX) en e > o. 

Vir 9 < O volg die r esultaat op analoe wyse. 

- 1 . 2 
.'. n I: (G

9
(U . )- G

9
(l/ 

1
)) h. = o (1) as n + oo, 

. Jn n+ ]Il p 
] 

Beskou no u die derde term in die ontwikkeling van n - l Q : 
n 

ln-l I:(G (j/ ) - j/ )(G (U )- G (j/ ))h I 
. 9 n+l n+l 9 jn 9 n+l jn 
] 

~ ln- l ~G9 (Ujn) - Ge (j/n+1))
2
\nf ln-l I:(Ge(j / n+l )- j1n+/hjn 1½ 

] j 
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= 0 (1) . o (1 ) = o (1) as n -+ oo, 
p p 

volgens bostaande. 

- 1 
Ten slotte geld volgens lemma 3. 7 dat n a = o (1) as n ➔ 00• 

n 

Ons konkludeer dus dat: 

in waarskynlikheid as n ➔ 00• Die eerste deel van die stelling volg dus. 

(ii) Die bewys verloop analoog aan die van (i) hierbo. 

Stelling 5. 3 geld dus. 

Hierdie stelling stel ons nou in staat om die volgende belangrike stelling 

te bewys: 

Stelling 5. 4: In die geval van skuif alternatiewes word die benaderde hellings van 

Q - a en Q {l) respektiewelik gegee deur: 
n n n 

en: 

Bewys: Ons sal stelling 5, 2 toepas. 

Beskou eer s Q - a : 
n n 

Volgens stelling 4. 1 weet ons dat (Hl) bevredig word en dit is duidelik dat ook 

(H2) bevredig word met 

(h) 
pl = Y1 = 1. 

(H3) word ook bevredig volgens stelling 5, 3. Die resultaat volg dus. 

Die r esultaat volg ook vir Q (l) met p (l) = n 2 (sien paragraai 2. 3 ). 
n 1 
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Die stelling volg dus. 

(ii) Skaal Alternatiewes 

In hierdie geval is H : F(x) = ip(x) d. w. s. 8 = 1 en H
1

: F(x) = ip(8x). 
0 0 

Vooraf gee ons weer drie resultate wat nodig is vir die hoofsteliing: 

L emma 5. 3: Laat 

( - G' 2 g 8 x) - 8 (x) • 

Vir 8 _:s 1 geldd:ndrt g
8

(x) stygend is op (0, ½) en dalend op(½, 1). Vir 8 > 1 is g
8

(x) 

dalend op (0, ½) en stygend op (½, 1 ). 

Bewys: Ons het dat: 

- 1 -1 -1 -1 
F 

8 
(x) = 8 ip (x) = 8 H(x) 

-1 
G 

8 
(x) = cp (8 H (x)) 

G8 (x) = 8- 1H' (x). ¢(8- 1H(x)) 

-2 2 -1 2 
g

8
(x) =8 H'(x) ¢(8 H(x)) 

- 2 2 2 
_ 

8
- 2 -8 H(x) + H{x) 

- e 2 -2 
= 

8 
- 2 e - H (x) (8 - 1 ) 

Die lemma volg nou maklik deur differensiasie. 

Lemma 5. 4: As n ➔ 00 geld: 

-1 n · · 2 
(i) n }: (G

8 
,-1_

1
) - _J_l) h. ➔ 

11+ 1 n+ Jn 
j=l 

1 2 
6 (G

8 
(x) - x) h(x)dx en: 

- 1 n ~- _i_ 2 1 2 
(ii) n ~ (G ) - ) -~ 

0
/ (G

8 
(x) - x) dx. 

8 +l n+l 
j=l 

Bewys: (i) Beskou die funksie: 

2 
g8 (x) = (G

8 
(x) - x) h(x). 
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Stel y = H(x) en laat: 

As y -+ - co geld nou dat: 

+ 

-1 
+ l _ 2¢(8 y) ) 

8-1¢(y) 

2 -2 1 2 - 2 
- 1 -2 -y (8 - 1) - 1 -2 - 2Y (8 -1) 

= o (1 ) + 8 y e - 28 y e 

( 0 as 8 < 1 

( co as 8 > 1. 

[ 0 as 8 < 1 

( co as 8 > 1. 

Hieruit volg dus dat: 

g8*(x ) ➔ [ 0 as 8 < 1 en X ➔ 0 
➔ [ of X ➔ 1 

➔ ( co as9>1enx-+ 0 
➔ ( of X-+ 1. 

Vir 8 ~ 1 is g8 (x) dus begrensd op [ O, 1] sodat die resultaat direk volg. 

Vir 8 > 1 volg dit maklik dat daar 'n 0
8 

= 6 bestaan sodat g8 (x) daal op (0, 6 ), 

s tyg op (1 - 6, 1) en begrensd is op [6, 1 - 6 ]. 

Die resultaat volg nou soos by lemma 5. 2 deur toepassing van lemma a5. 
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(ii) Aangesien (G
9 

(x) - x? begrensd is op [ O, 1 J volg die bewys hier direk. 

Die lemma geld dus. 

Laat weer Qln = Qir;, dan het ons die volgende: 

St elling 5. 5: Onder H
1 

geld: 

- 1 1 2 
(i ) n (Q

1
n (8 ) - an) + 6 (G

8 
(x) - x) h(x)dx 

in waarskynlikheid, as n + co, en: 

( .. ) -1 Q (1) 
11 n + 

ln 

in waarskynlikheid, as n + co. 

Bewys: Die bewys verloop analoog aan die van stelling 5. 3 deur toepassing van 

lemmas 5. 3 en 5. 4. 

Hieruit kan ons nou die volgende kry: 

Stelling 5. 6: In die geval van skaal alternatiewes word die benaderde hellings van 

Q - a en Q (l) respektiewelik gegee deur: 
n n n 

en: 

waar 

c<
1 \ e) = c

2
(8 ) = n2 dl (G

8
(x) - x)

2
dx, 

-1 
G

8 
(x) = ~ (8 H(x)). 

Bewy~ Die bewys verloop analoog aan die van stelling 5. 4, deur toepassing van 

st ell ings 5. 2 en 5, 5. 

Opmerking: Die stellings van hierdie paragraaf sal ons in die volgende paragraaf 

in staat stel om die optimaliteit van Q te bewys. 
n 
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5. 3 OPTIMALITEIT VAN DIE GEWIGSFUNKSIE W = h IN DIE GEVAL VAN SKUIF 

ALTERNATIEWES 

Beskou nou weer die statistiek 

Q (W) =; (U . - j / )2W 
n . 

1 
Jn n+ 1 jn' 

J= 
vir die enkelvoudige geval. 

Ons plaas die volgende kondisies op Q (W) en W: 
n 

(01) Stelling 5. 2 is op Q (W) - a (W) van toepassing met {pk(W)} die eiewaardes van die 
n n 

kern: 

c (W) (x, y) = } } ~ (x, u)~ (y, u)W (u)du, 
0 0 

(Sien die opmerking aan die einde van paragraaf 2. 3) terwyl b (W) (8) gegee word deur: 

b (W\e) = 
0

} (GS (x) - x)
2

W(x)dx, 

-1 
met G

8 
(x) = ~(F 

8 
(x)) soos in paragraaf 5. 2. 

(02) Indien F
8

(x) = ~(x + 8), dw. s. G
8

(x) = ~(H(x)- 8) dan geld dat: 

e'~mO b:~(8) = {,1 t~/(H(x) -88 ) - xi2W(x)dx 

1 2 ( = J ¢(H(x)) W(x)dx, volgens !'Hospital.) 

Ons toon vervolgens die optimaliteit van W = h aan. Vooraf gee ons egter 

net een resultaat wat ons sal nodig kry. 

Lemma 5. 5: Laat K(x, y) E L
2 

'n simmetriese kern wees met eiewaardes 

pk;;: 0, k = 1, 2, ..• , waarby p
1 

> pk, k = 2, 3, ..• 

Dan geld dat 
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sup 

p 1 = [g I i 1 g2 = 1 J 
0 

} 
0 

1 
J K(x, y)g(x)g(y)dxdy. 

0 

Bewys: Sien Tricomi (1957) Bl. 118. 

Laat nou F 
8 

(x) = i (x + 8 ), d. w. s. beskou skuif alternatiewes. Ons kry dan 

die volgende belangrike stelling: 

Stelling 5. 7: Vir alle W waarvoor Q(W) voldoen aan (01) en (02) geld dat: 
n 

lim 
8 -+ O 

Bewys: Let op dat volgens die vorige paragraaf voldoen Q aan (01) met p (h) = 1 en: 
n 1 

Ook is dit duidelik dat (02) bevredig word, sodat: 

lim b(h)8 1 2 
8 -+ 0 7 = J ¢(H(x)) h(x)dx = 1. 

. lim 
· · 0 .... o 

c(h)(8 ) = 1. 

82 

Gestel nou Q (W) vol do en aan (01) en (02) dan geld: 
n 

lim C (W) (8 ) lim c(W)(8) 82 
= 

8 -+ O 
C (h\8 ) 0➔ o 82 C (h\8 ) 

lim C (W) (8 ) 
= 

0 ➔- o 82 

1 2 
I ¢(H(x)) W(x)dx 
0 = sup 1 1 (W) 

f J c (x, y)g(x)g(x)dxdy 
f g I } g2 = 11 o o 

0 
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0 
f ¢(H(x)>2W(x)dx 

= sup 1 1 2 • 
g J W (u)( d 1j/ (x, u)g(x)dx) du 

Indien g(x) = g
1 

(x), die eerste genormaliseerde Hermitiese polinoom in die punt 

H(x), dan volg dat 

1 J 1j/ (x, u)g(x)dx = (-1 )¢(H(u))g
0 

(u) 

= (-1 )¢(H·(u) ). 

1 1 2 
f W (u)( J 1j/ (x, u)g(x)dx) du 

0 0 

1 2 
= f ¢(H(u)) W(u)du. 

0 

(Sien paragraaf 4. 1. ) 

sup 
g 

1 1 2 1 2 
f W(u)( f 1j/(x, u)g(x)dx) du> f ¢(H(u)) W(u)du. 

0 0 - 0 

lim 
· · e + o 

Die stelling geld dus. 

1 2 r/ ¢(H(x)) W(x)dx 

= 1. 

1 2 
f ¢(H(u)) W(u)du 

0 

5. 4 VERGELYKING VAN Q('N) MET ANDER TOETSSTATISTIEKE 
n 

Ons sal in hierdie paragraaf Q (h) en Q (l) t. o. v. benaderde hellings ver= 
n n 

gelyk met 'n paar bekende toetsstatistieke vir die enkelvoudige geval. Die toets= 

statistieke wat ons sal beskou is die volgende: 

(a) Die Kolmogorov- Smirnov (K- S) toetsstatistiek, 

(b) die Watson toetsstatistiek, en 
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(c) die Cramer-Smirnov toetsstatistiek w! met gewigsfunksie W(x) = 
1 

/x(l _ x) (sien 

hoof stuk 1 ). 

(Vir die definisies van (a) en (b) sien Abrahamson (1965)). 

Ons beskou net skuif- en skaal alternatiewes: 

(i) Skuif alternatiewes 

Laat c
1

(8) en c
2

(8 ) respektiewelik die hellings van Q - a en Q(l) wees, dan 
n n n 

is: 

1 2 
c

1 
(8) = c{ (ili (H(x) - 8)- x) h(x)dx en: 

2 1 2 
c

2
(8 ) = TT J (ili(H(x) - 8)- x) dx. 

Volgens Abrahamson (1965) het ons vir die K-S statistiek dat: 

4 sup I 
1
2 

c 
3 

(8) = x qi (x + 8 ) - Hx) 

en vir die Watson stat istiek dat: 

2 00 2 00 2 
c

4
(8) = 4TT ( _f,. (ili (x + 8)- t(x)) dili(x) - ( - ~ (ili(x + 8) - ili(x))dili(x)) ). 

2 
Uit Anderson en Darling (1952) volg nou ook maklik dat vir W met gewigs= 

n 

funksie soos hierbo is: 

1 2 dx 
c 5 (8) = 2 

0
; (ili(H(x)- 8) - x) . x(l _ x) . 

Hieruit volg nou dat: 

lim cl (9) 

L12 = 8 + 0 c
2 

(8) 

1 

= 1, 1026 > 1, 
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sodat Q beter is as Q (l), wat natuurlik so moet wees volgens stelling 5, 7. 
n n 

1 1 
= = ---

4 sup ¢(x)
2 

4(2n)- l 

X 

= 1, 5708 > 1. 

Q is dus beter as die K- S statistiek. 
n 

2 CX) 3 CX) 2 2 -1 
= [ 4n ( J ¢(x) dx - ( J ¢(x) dx) ) J 

-(X) -(X) 

= 2, 0576 > 1. 

Q is dus beter as die Watson statistiek. 
n 

= 

lim 
e ➔ o 

1 

2 } ¢(H(x))2 dx 
o x(l - x) 

Indien die integraal in bostaande numeries bepaal word, vind ons dat: 

1 
L15 ~ 2(0, 48056) = l, 0404, 
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Ons sien dus dat Q en w2 
in hierdie geval ongeveer ewe doeltreffend is. 

n n 

Op soortgelyke wyse kan Q (l) met die antler sta tistieke vergelyk word. 
n 

Ons gee die resultate in die volgende tabel weer. 

TABEL 5. 4.1 VERGELYKING IN DIE GEVAL VAN SKUIF ALTERNA TIEWES 

Qn 
Q(l) K- S Watson w2 

n n 

Qn 1, 00 1,10 1,57 2, 06 1, 04 

Q (1) 
n 

1,10 1,00 1,42 1,87 0,94 

(ii) Skaal Alternatiewes 

Laat H
0

: F(x) = f(x) en H
1 

: F(x ) = f(8x). In hierdie geval is dan: 

1 - 1 2 
c

1 
(8) = 6 (f (8 H(x)) - x) h (x )dx 

1 - 1 2 
c

2
(8) = 6 (f (8 H(x )) - x ) dx 

2 co -1 2 co - 1 2 
c

4 
(8) = 411 ( _Jco (f(8 x) - f(x)) df(x) - (Jco (f(8 x) - f(x))df(x)) ) 

en: 1 -1 2 dx 
c5 (8 ) = 2J (f(8 H(x))- x ) x(l - x) . 

Gaan ons nou te werk soos hierbo dan kan ons die volgende tabel opstel. 

TABEL 5. 4. 2 VERGELYKING IN DIE GE VAL VAN SKAAL ALTERNA TIEWES 

Qn 
Q (l ) K-S Watson w2 

n n 

Qn 1,00 3,31 4,27 0,83 1,83 

(1) 
Qn 3,31 1,00 1,29 0, 25 0, 56. 
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Ons sien hier dat net die Watson s tatistiek beter vaar as Q • Hierdie statistiek 
n 

is egter nie in die kla s wat ons in die vorige paragraaf beskou het nie. Die vermoede 

bestaan nou wel dat Q ook in die geval van s kaal alternatiewes die beste binne 
n 

daardie klas is, maar ons kon dit tot dusver nog nie bewys nie. Ons kon slegs 

lim 0N) 2 · . . lim (h) 2 
aantoon dat 

9 
+ 

0 
c (9 )/9 < 2 terwyl vir W = h 1s 

9 
~ 

0 
c (8 )/8 = 1. Ons kon in 

lim 0N) 2 . 
elk geval ook nog geen W vind waarvoor 

8 
+ 

0 
c (8)/8 > 1. Ons vermoed dat die 

bogrens 2 deur 1 vervang kan word 9 sodat W = h ook hier optimaal is. 
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HOOFSTUK 6 

MAGSTUDIE IN DIE GEVAL VAN BEPAALDE KLASSE VAN ALTERNATIEWES 

6.1 DIE ASIMPTOTIE SE VERDEUNG VAN DIE TOETSSTATISTIEK ONDER 

ALTERNATIEWE HIPOTESES 

-1 _.1 
Laat H : F = iJ.i en beskou a s alt e rnatiewe hipoteses H

1 
: F = H + n 2 G , 

o n n 

waar G 'n .funksie op (0, 1 ) is wat so gekies moet wor d dat F 'n distribusie= 
n n 

funksie is. In hoofstuk 3 het ons ges ien dat I: . (X . - H . ,2 gebr uik kan word as 
J Jn Jn 

toets stat i stiek vir H , Onder H is aangetoon hoedat ons die asimptotiese verde= 
0 0 

l ing van h ierdie s tat istiek kan vind. In hierdie hoof s tuk sal ons ondersoek inst el 

na die asimptotiese ver deling van hierdi e stat is tiek indien H
1 

waar is. Ons sal 

ook die asimptoties e ma g bepaal in die geval van skuif en skaal a lternatiewes. 

N0U p onder Hl is : 

- 1 
X. ~= F (U. ) 

jll n Jil 

1 

= H (U. ) + n-2 G (U . ). 
Jll ll Jn 

Die toetsstat istiek wor d in hier die geval dus: 

2 
Lln = I'. j(Xjn - Hjn) 

""' I: . (H (U. ) - H. + n -½ G (U. ) >2 
J Jil Jil Il Jll 

2 -· 1 -. 2 -½ 
= I: . (H (U. )- H.) + n I: . G (U.) + 2n I:.(H(U . )- H. )G (U. ), 

J Jn Jn J n Jn J Jn Jll n Jn 

Pas ons 'n Taylor ontwikkeling toe op H(U. ) en G (U. ) dan is: 
3n n Jn 

H(U ) - H = V H' + Jy
2 

H"(U * ) • • • • 2 • • 
Jn Jn Jn Jn Jn Jn 

G (U . ) = G (j / ) + V. G' (U:!'*) 
n Jll n n+l Jn n Jll 
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met U* en U** tussen U. en j / 
1

• (Ons neem aan dat G minstens 'n eerste orde 
jn jn Jn n+ n 

afgeleide besit. ) Die laaste term van L
1
n wor d dus m. b. v. hierdie ontwikkelings: 

2n-½I:. (V . W + ½v~ H" (U~ ))(G (j / ) + v. G' (U~'*)) 
J Jn Jn Jn Jn n n+ 1 Jn n jn 

1 • 1 2 . 1 2 
= 2n- 2 I: . V. H'. G (J/ ) + n- 2 I:. V . H" (U>I; ) G <3/ . ) + 2n-2 I:. V. H'. G' (U*.*) 

J 3n Jn n n+ 1 J Jn JD. n n+l J Jn Jn n Jn 

+ n- ½ I:. v~ H"(U >f: )G' (U~* ) 
J Jn Jn n Jll 

1 

= 2n-2 I:. V. H'. G. + R
1 

+ R
2 

+ R ,., 
J Jll Jn Jll n n .._")n 

== L * + R + R + R (se). 
n l n 2n 3n 

Let nou op dat die eerste ter m van L
1 

bloot L van paragraaf 3. 1 is. Let ook 
n n 

op dat indien G -+ G as n ➔ co, sou ons verwag dat vir 'n r edelike wye klas funks ies G 
n n 

geld: 

- 1 2 ; 2 I n I: . G (U. ) - G (x ) dx I = o (1 ) as n -+ co. 
j ll Jll O p 

Ons kan nou skryf: 

-1 2 
L = L + L * + n I:. G (TJ. ) + R + R + R • 

ln n n J n Jll l n 2n 3n 

Soos in hoofstuk 3 volg: 
n+l 

L =-= ~)2 (n+ 1f l I: 
n S 1 .. 1 n+ 1, J= 

c .. 
1

z.Z .+R
4

~ 
lJll+ l J ill 

waar R4n = op (1) a s n --- 00
• 

P a s ons die t egniek van paragraaf 1. 3 op L * toe 1 dan volg dat: - n 

,n+l _.1n+l 
L* =.: r;;-- )(n+l ) 2 I; d. + z.9 

n s
1 

.
1

m1 1 
n+ 1= 

m et S en [ Z . } soos in paragraaf 1. 3, te:rwy l : 
ll l 

+l½ -1 n k 
d . .Ll ·- 2P) (n+l) 1: ~.knll! G G1)· 

m . n k==l 1 kn n'n+l 
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Dus volg dat: 

,n + 1 2 - 1 _.1 -1 2 
L

1 
= ~S) [(n+l) ~ c .. +l Z.Z. + (n+l ) 2 ~d. ,

1
z . J + n ~- G (U. ) 

n l . . l)n 1 J . m.- . l ) n Jn n+ 1,) l 

,n + 1 n + 1 _.1 
+ rg-Hl - -s-)(n + 1) 

2 ~ d. +lz. ;-. Rl + R2 + R3 + R4n • 
. 
1 1 

. m 1 n n n n,- n+ 1 

,n + 1 2 -1 2 
= +-1.c--) T + n ~G (U ) +R + R + R +R + R 

S 
1 

n+l . n jn ln 2n 3n 4n 5n 
n+ J 

- 1 _.1 
waar: T = n ~ c. . Z. Z . + n 2 ~ d. Z. 

n . . lJn 1 ) 
1
. lll l 

1,) 

,n + 1 n + 1 -½ 
en R = r;-- )(1 - -

8
-)(n + 1) I:d. +l z .• 

5n S l l . lll l n+ n+ 1 

-1 i 
Laat nou y = m en b. = g ~l ), soos in hoof stuk 4 • 

. m 1mn m n+ 

Stel ook: 

d(x) = 2 } ~ (x, y)H' (y)G(y)dy, waar G so is dat G ➔ G as n-+ co, 
o n 

6 = !
1 

d(x)g (x)dx, (sien die opmerking aan die einde van paragraaf 2. 3) 
m o m 

ter wyl a soos in paragraaf 4. 7 gedefinieer word. Let op dat in die huidige geval 
n 

is a - ET 
1 

(soos die geval ook in paragraaf 4" 7 was). 
n n+ 

(Ml) 

(M2) 

Beskou die volgende kondisies: 

R. := o (1) as n -+ co, i = 1, 2, 3, 4, 5. 
ill p 

ln-l ~ - G (U. /- I j = o (1) as n-+ co9 waar I 'n eindige konstante is. 
J ll Jn p 

(M3) [ d. } en f 6 } voldoen aan kondisies (02 )9 (861 ) en (DBM) van stelling 2. 4. 
1Il lm 

Ons het dan die volgende: 

Stelling 6. 1: Indien H
1 

en kondisies (Ml), (M2 ) en (M3) geld, dan sal: 
co co 

D (L - a ) -+ D ( ~ m -
1 

(Y
2 

- 1) + I: 6 Y + I) a s n-+ co. 
ln n m=l m m=l m m 
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Bewys : Met behulp van kondisie (Ml) volg dat onder H
1 

geld: 

~2 -1 2 J1 + 1 2 
L

1 
- a = 's . , (T 

1 
- a ) + n I:. G (U. ) + a (rg-) - 1) + o (1) as n-+ (X). 

n n n+l n+ n J n Jn n n+l p 

In paragraaf 4. 7 het ons aangetoon dat: 

Jl + 1 2 
a (rg-) - 1) = o (1) as n + co 

n n+l P 

terwyl volgens (M2) is: 

-1 2 
n I:. G (U. ) = I + o (1) as n -+ co 

J n Jn p 

. )1 + 12 
Ll - a = rn-s ) (T l - a ) + I + o (1 ). n n 

1 
n+ n p 

n+ 

Uit paragraaf 4. 2 - paragraaf 4. 6 volg da.t kondisies (B2), (C2), (BI"l), (CBil) 

en (BI"2), van stelling 2. 4, in die huidige geval bevredig word. Saam met (M3) gee 

stelling 2. 4 dus : 
co co 

-1 2 
D(T .

1 
- a ) -+ D( I: m (Y - 1) + I: 6 Y ) 

n-t- n m =l m m =l m m 
a s n ~ co. 

Die stelling volg nou direk hieruit. 

Opmer king: Hierdie Stelling stel ons dus in staat om in beginsel die asimptotiese 

mag van die toetsgrootheid binne 'n bepaalde klas van alternatiewes, te bepaal. 

Dit kan nl. gedoen word deur die karakteristieke funks ie van die asimptotiese 

verdeling te bereken9 en dan te probeer omkeer. 

6. 2 TOEPASSING IN DIE GEVAL VAN SKUIF EN SKA.AL ALTERNATIEWES 

As toepassing van die teorie van die vorige paragraaf beskou ons eerstens 

die geval van skuif alternatiewes, d. w. s. waar G (x) = 1. Let op dat in hierdie ge= 
n 

val kom die rester me R
2
n en R

3
n nie voor nie 9 terwyl vir n _? 1 geld 

- 1 2 
n I:. G (f..T . ) = 1, d. w. s. I = 1. 

J n Jn 
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Vir die or ige r esterme het ons die volgende : 

Lemma 6. 1: As n -+ ex> geld dat R. = o (1) vi:r i = 1, 4, 5. 
lil p 

Bewys : (i) R4n = op (1 ) as n ->- CX) volg uit hoofstuk 3, par a graaf 3. 3. 

(ii ) R
1 

= o (1) as n + oo volg direk uit lemma 7. 1, hoofstuk 7. 
n P 

(iii) Beskou ten slotte Rsn ' d. i. 

r l n + l -½ 
RS = -)(1 - S-- )(n + 1) I: di +1 z .. n 

1 1 
. _n 1 

n+ n+ 1 
1 

Ons toon eerst ens ~ b. v. lemma a l aan dat n - 2 I: d. Z. 'n asimptotiese ver= 
. lil l 

deling heto 

Nou: 

= 4~¾(n + lf 
2 

I: H~ Hkn' ((n + l f l I: 1jr .. 1jr .kn) 
n . k Jll . 1Jn 1 J, l 

- 4r-+l )(n + lf 2 I: H'. H' T. 
n . k Jll kn Jkn J, 

m et T(x, y) = {x(l - y) 
{y(l - x ) 

vir x~ y 
vir x? y. 

In paragraaf 8. 2. 1 sal ons aantoon dat: 

l 

(n+l f 2 I: H'. Hkn T .kn•7 c/ c/H' (x )H' {y)T(x, y )dxdy = 1, as n ->- ex>. 

j ,k Jll J 

- 2 2 
: . (n + 1) ~ d. 

1 
+ 4 as n + ex> • 

. m+ 
l 

Ook is: 
n-1 

n-·½ m_ax Id. I< 2 O(l)n- 3/ 2 max I: H' 1111 I 
1 < 1 < n m - . . jn- 1 'I' ijn-1 

- - 1 J=l 
n- 1 . n-1 . 

~ O(l)n-3 / 2 max ( I: (J / )H'. + I: (1- J / )H'. ) 
i . 

1 
n Jn- 1 . 

1 
n Jn- 1 

J= J= 
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Laat nou O < 6 < ½ en beskou: 

Dit is duidelik dat R
1

n (6) = o(l) as n -+ oo, want die funksie xH' (x) is begrensd op 

[ O, 1 - 6 ] . Vir R
2
n (6) het ons m. b. v. lemma 3. 2 dat : 

R (6 )< r-+l)n-½I:(1- j/ )H~ (n+l-j)-l<O(l)n-½ I:H: 1 (n+l-jf 1 
2n - n . n+ 1 Jn - . Jn 

] J 
1 n . 1 [no ]+2 

= 0(1) n-2 I: IH(l - J; 1>1-l(n + 1- jfl ~ 0(1) n-2 I: fljH. ,-1 
j=[n(l-6 )] +1 n+ j=l Jll 

= o (1) volgens lemma a4. 

R
2
n (6) = o (1) as n -+ oo 

- 3/2 n · 
:. n I: (J / 

1
)H'. = o (1) as ll -+ co • 

. _
1 

n+ ]ll 
J--

Uit simmetrie volg ook dat 

- 3/ 2 n · 
n I: (1 - J / )H~ = o (1) as n-+ co 

j=l n+l Jn 

_ 1. max 
: . n 2 

1 
. Id. I = o (1) as n -+ co. 

< 1< n lll 

Pas ons nou lemma al toe, dan volg dus dat: 

1 

D (n- 2 I: d. Z.) ->- N (0, 4), as n-+ oo 
. lll l 
l 
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1 

n- 2 r d. Z . = 0 (l ) asn + 00• 

. Ill l p 
l 

n+l 
Maar ons weet dat / S = 1 + o (1) as n + 00, en die lemma volg dus. 

n+l p 

Kondis ie (Ml) geld dus. Ons het reeds gesien dat kondisie (M2) geld met 

I = 1. Beskou ten slotte dus kondisie (M3 ). Hiervoor moet ons eers die getalle 

(6 } vind. 
m 

Nou is: 

1 
d(x) = 2 J ij1 (x, y )H' (y)dy , 

0 

en hieruit kan ons dan (6 } bepaal as : 
m 

om = / d(x)gm (x)dx 

1 1 
= 2 Jg (x)( r ij1 (x, y)H' (y)dy )dx 

o m o 

= 2 r1H' (y)( lw (x, y)g (x)dx)dy. 
6 o m 

Tit paragraaf 4. 1 volg egter dat : 

1 _l 
o J ij1 (x9 y )gm (x )dx = - m 2 gm-1 (y )¢ (H (y) ). 

Met behulp van die ortonormaliteit van die (g (x)} volg dus dat: 
m 

_l 1 
6 == - 2m 2 J g (y )dy 
m o m-1 

a* :;: 
n 

_l 1 
= - 2m 2 J g (y )g 

1 
(y )dy (g = 1 ) 

o o m- o 

- [ 0 vir m > 1 
[ -2 vir m = 1 

k 
n 
r lo I = 2, virk = 1, 2, .• •• m n 

m ==l 

Uit paragraaf 4. 4 volg dus dir ek dat kondisie (Btil) bevredig word. Uit die 

bewys van lemma 6. 1 volg ook dat: 
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co 
-1 2 2 2 

n I: d + 4 = o = I: o as n -► co, 
lil. 1 m' 

i m=l 

sodat kondisie (D2) bevredig word. Vir kondisie (DBtil) moet ons aantoon dat: 

max -1 
k 

In ~ d . b. - o I = o(l) as n ➔ co 
l<m< . m1mn m - - n 1 

d. w, s. In - l I: d . b .
1 

+ 2 I "'· o (1) 
. m 1 n 
1 

max I -1 I en 
2 

k n I: d. b. = o(l) 
< m< m 1mn - - n i 

a s n -> co. 

Die tweede deel volg direk uit paragraaf 8. 2. 2, terwyl die eerste deel analoog 

hieraan bewys kan word en ons sal dit nie hier herhaal nie. Kondisie (DBtil) geld dus. 

Hieruit volg dan dat kondisie (M3) geld, en ons konkludeer uit stelling 6. 1 die 

volgende: 

1 

telling 6. 2: Indien H
1 

: F n (x ) = q> (x - n- 2 ) waar is, dan geld dat: 

co 
-1 2 

D (L - a ) + D ( E m (Y - 1 ) - 2Y + 1) as n ➔ co. 
ln n m =l m 1 

Opmerking: Stelling 6. 2 stel ons dus in staat om in die geval van skuif alternatiewes 

die asimptotiese mag van die toetsgrootheid te bepaal, en ons sal dit in die volgende 

paragraaf doen. 

As 'n tweede toepassing van die teorie van die vorige paragraaf beskou ons 

die geval van skaal alternatiewes, d. w. s. waar G (x) = H(x). 
n 

Die konvergensie van die resterme volg analoog aan die vorige geval. Ook sal 

maklik volg dat: 
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ln-l I:H(U. )
2

- r
1

H(x>2ctxl =o (1) as n~ CX) 

. Jn b p 
J 

cl, w. s. ln-l I:. H(U. )
2 

- 11 = o (1) as n ~ ex>. 
J Jn p 

In hierdie geval is: 

1 
d (x) = 2 d * (x, y)H' (y)H(y)dy 

1 
6 = r d(x)g (x)dx 

m 6 m 

= 2 / H(y)H' (y)( J 
1* (x, y)g (x)dx) 

o o m 

_1. 1 
= -2m 2 J H(y)g 

1 
(y)dy 

o m-
(Sien paragraaf 4. 1. ) 

_1. 1 
= - 2m 2 J gl (y )gm-1 (y )dy 

= [ 0 

[-J 2 
as m =/ 2 
as m = 2 

6 2 == -J2 en 6 m = 0 vir m =J 2. 

Ons kry dan die volgende: 

Stelling 6. 3: Indien H
1 

: F n (x) = ~ ((1 + n-½ f 1x) waar is, dan geld dat: 

CX) 

-1 2 
D (L

1 
- a ) ~ D ( r m (Y - 1) - J2Y

2 
+ 1) as n ➔ CX>, 

n n m=l m 

Bewys: Die bewys volg analoog aan die van stelling 6. 2 en ons sal dit nie herhaal 

nie. 

Opmerkings: 

1. Hierdie s telling stel ons dus in staat om die asimptotiese mag in die geval van 

ska.al alternatiewes te vind, en ons sal dit in die volgende paragraaf bereken. 

1 

2. Laat weer H : F = ~ en H
1 

: F (x) = ~(x - n-2
) en beskou die statistiek 

o n 

r .(~(X. )- j / 
1

)
2
h .. Onder H reduseer dit na Q , terwyl dit onder H

1 
word: 

J Jn n+ Jn o n 
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. 2 
Ql = I: .(i(X. ) - J / 1) h. 

n J Jn n+ Jn 

-1 j 2 
= I: . (i (F (U . ) ) - / +l) h. 

J n Jn n Jn 

_1. j 2 
= L (i (H (U. ) + n 2 

) - / l) h . . 
J Jn n+ Jn 

Volgens Taylor kan ons nou skryf dat: 
1 1 -1 

i(H(U . ) + n-2 ) = i(H(U. )) + n-2 ¢(H(U. )) +~ ¢'(U": ) 
Jn Jn Jn 2! Jn 

1 

waar U": tussen H(U. ) + n-2 en H(U. ) le. Vervang ons hierdie in bostaande en 
Jn Jn Jn 

kwadreer uit dan is dus: 

2 -½ -1 2 
Q 

1 
= I:. V . h . + 2n I: . V. ¢ (H (U. ) )h. + n I: . ¢ (H (U. ) ) h. + R • 

n J Jn Jn J Jn Jn Jn J Jn Jn n 

Nou volg geredelik, m. b. v. die tegnieke tevore ontwikkel, dat R = o (1) as 
n P 

n -+ ex:, terwyl ook: 

-1 2 
n I: .¢(H(U . )) h. = 1 + o (1) as n-+ ex:, en: 

J Jn Jn p 
1 

2n-2 r..v. ¢(H (U. ))h. 
J Jn Jn Jn 

1 

== 2n-2 I:.V. H'. + o (1) as n+ cc. 
J Jn Jn p 

Ons vind dus dat: 

2 _1. 
Q

1
n = I: .V. h . + 2n 2 r..v. H'. + o (1) as n-+ co. 

J Jn Jn J Jn Jn p 

Behalwe vir die resterme is hierdie egter presies die rlitdrukking wat ons hierbo vir 

L
1 

gehad het (in die geval van skuif alternatiewes ). Ons konkludeer, dus uit stel= 
.n 

ling 6. 2 dat: 
co 

-1 2 
D (Q

1 
- a ) + D ( r. m (Y - 1) - 2Y + 1) as n -+ co. 

n n m =l m 1 
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3. Op soortgelyke wyse volg, uit stelling 6. 3, dat in die geval van skaal alter= 

natiewes: 
co 

-1 2 
D (Q - a ) ➔ D ( I: m (Y - 1 ) - /2Y + 1) as n ➔ co. 

fu n m~ m 2 

6. 3 MAGSBEPALING 

Laat x
1

, x
2

, ..• , 'n ry van onafhanklike en identies verdeelde stogastiese 

veranderlikes wees met distribusief unksie F, en gestel ons wil die hipotese 

H : F = F toets. Laat T = T (X , x
2

, .. • , X ) 'n ry van toetsstatistieke vir H 
o o n nl n o 

wees en gestel lim P (T < t I H ) = G (t ). Beskou as alternatiewe hipoteses die 
n + co n - o o 

um I ry H : F = F , waar F ..,. F as n -+ o:l, Gestel voorts dat P(T <t H
1

) = G (t). 
1 n n o n -+ co n - 1 

Laat nou t so wees dat 1 - G (t ) = ex., d. w. s. t is die kritieke waarde vir 
ex. 0 ex. ex. 

'n toets van grootte ex.. In hierdie geval word die asimptotiese mag dan gegee deur 

Onf? sal in hierdie paragraaf die asimptotiese mag van die statistiek L
1
n 

(en dus van Q
1
n) in die geval van skuif en skaal alternatiewes bepaal. Ons sal, soos 

in paragraaf 4. 8, die distribusiefunksie bereken deur die karakteristieke funksie 

om te keer. 

Beskou nou die stogastiese veranderlike: 

co -1 2 co 

Yi--=- I: m (Y - 1) + t: 6 Y + c, 
m=l m m=l m m 

met c 'n konstante. Ons sal hieronder die karakteristieke funksie van Y* bepaal. Let 

op dat die stogastiese veranderlikes wat in stellings 6. 2 en 6. 3 in die limiet op= 

tree, spesiale gevalle hiervan is. 
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Laat nou cp* (t) die ka.rakteristieke funksie van Y* wees. Dan is: 

itY * 
cp* (t) = Ee 

itc 00 

-1 2 -1 
it(m Y - m + 6 Y ) 

Ee m mm = e IT 
m =l 

Beskou dus : 
- 1 2 -1 

it(m Y - m + 6 Y) 
Ee m 

00 

= f 
- oo 

e 

- 1 2 - 1 
it(m y - m + 6 y ) 

m 

2 2 
't 00 1 t 6 l C - - m 

cp :,c (t) = e IT (1 - 2it/m) 2 exp[-½ • 
1 

_ 2it / m - it/m]. 
m=l 

Laat voorts r(t) en 8 (t) soos in paragraaf 4. 8 wees, en gestel: 

cp* (t) = r * (t )ei8 *(t >. 

Nou is: t20 2 

(1 - 2it / m)exp[ 1 _ ~it/m + 2it/ m] 

1 • -1 t
2o 2 

_ (1 4t 2/ 2)2 -1tan 2t/m [ m (l 2.t/ ) 2.t/ J - + m e 2 2 • exp 1 + 4t2 / m 2 + 1 m + 1 m 
t 6 

m 
00 1 2/ 2 
IT e

- 2 • 1 +4t m 
cp*(t ) = 

m =l 

~ (1 + 4t2 /m 2)-1/4 

m =l 

i 
00 

-2 
exp~ ~ {tan 2t/m - 2t/ m - 2t/m. 

m =l 

00 1 2 2 ( 2)/(4t2 + 2 ) 
r *{t ) = r{t) IT e- 2 t 6m m m 

m =l 
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C0 

en 8* (t) = 8 (t) - ~ 

m=l 

mt
3o2 

m _2 __ ...,,2_ + ct. 

4t + m 

Beskou nou die geval van skuif alternatiewes (sien stelling 6. 2) en gestel 

die karakteristieke funks ie en distribusiefunksie van die asimptotiese verdeling is 

respektiewelik cp
1 

en F 
1
. In hierdie geval is: 

01 = - 2, om = o, m = 2, 3, ••• , terwyl c = 1. 

Ons het dan dat: 

i8 1 (t) 
cp

1 
(t) = r 

1 
(t)e 

-2t
2 

/ 1+4t
2 

met r 
1 

(t) = r (t )e 

3 2 
en 0

1 
(t) = 8 (t) + t - 4t /1 +4t • 

Let op dat soos in paragraaf 4. 8 is: 

r (-t) = r (t) en 8 (-t) = -8 (t) 1 1 1 1 ' 

Hieruit kan F 
1 

{y) en die asimptotiese m ag dus gevind word. In tabel 6. 3. 1 

word die asimptotiese mag gegee by verskillende keuses van a,, die grootte van 

die toets. 

Beskou vervolgens die geval van skaal alternatiewes (sien stelling 6. 3) en 

gestel die karakteristieke funksie en distribus iefunksie van die asimptotiese verde= 
i8 (t) 

ling is respektiewelik cp
2 

en F 
2
. Soos hierbo volg dan dat indien cp

2 
(t) = r 

2 
(t )e 

2 
, 

dan is: 
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en 

2 2 
r (t) = r (t )e - t /l + t 

2 

3 2 
8 

2 
(t) = 8 (t) + t - t /1 +t 

F 
2

(y ) - F 
2

(o) = ; / 00 r
2

(t)/t(sin 8
2

(t) + sin(ty - e
2

(t)))dt. 

Hieruit kan F 
2 

(y) en die asimptotiese mag dus gevind word. In tabel 6. 3. 1 

wor d die asimptotiese mag gegee by verskillende keuses van a.. 

TABEL 6. 3. 1 ASIMPTOTIESE MAG IN DIE GEVAL VAN SKUIF EN SKAAL 

ALTERNA TIEWES 

0, 20 

0,15 

O, 10 

o, 05 

0, 01 

Asimptotiese mag 

Skuif Alternatiewes 

0,3622 

0, 3033 

0, 2359 

0,1527 

0,0538 

Skaal Alternatiewes 

0,3876 

0,3173 

0,2359 

0,1371 

0,0342 

Hierdie magte kan ons nou gebruik om Q en L met ander toetsstatistieke 
n n 

te vergelyk in die geval van skuif en skaal alternatiewes. 
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HOOFSTUK 7 

'N TOETSSTATISTIEKVIR DIE SAMEGESTELDE GEVAL EN REDUKSIE DAARVAN 

TOT 'N KWADRA TIESE VORM 

7. 1 DIE TOE TSSTA TISTIEK VIR DIE SAMEGESTELDE GEVAL 

Ons gaan in hierdie hoofstuk onder soek instel na 'n bepaalde toets= 

statistiek vir die hipotese H : F (x) = ~ P>, waar µ en cr > 0 onbekend is. 
o a 

Laat nou G (x) = ~ ~ en dui die rangorde statistieke van ons gegewe 
µ,cr cr 

steekproef aan deur x
1 

, x
2 

, ••. , X • As toetsgrootheid vir H kan ons nou 
n n nn o 

-1 . 
soos in paragraaf 3. 1 X. vergelyk met G ( I 

1 
). As toetsstatistiek kan ons 

m µ, cr n+ 

dan bv. gebruik: (sien Venter (1968)) 

inf - 1 -1 i 2 
µ, crn ~ (Xin- Gµ ,cr( /n+l)) • 

1 

-1 - 1 
Nou is : G (y) = µ + cr~ (y) 

µ,cr 
= µ + crH(y) 

Ons toetsstatistiek word dan: 

inf - 1 2 2 2 
n I: (X. - µ - crH. ) = s (1 - r ) 

µ, cr . m m n n 
l 

2 -1 - 2 
waar s = n I: (X. - X ) 

n . ID n 
1 

en: 
r -n 

-1 
n I:X. H. 

i ID ID 

s t 
nn 

2 -1 2 
met t ·- n I: H . . 

n i ID 
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Hierdie statistiek is egter nie sonder meer geskik as toetsgrootheid nie; 

ons sou minstens 'n skaal en translasie invariante statistiek verkies. Die eenvou= 

digste wysiging om dit te bereik is weglating van die faktor s
2

. As toetsstatistiek 
n 

vir die samegestelde geval kom ons dus uit by r . Ons sal in hierdie hoofstuk aan= 
n 

toon hoedat r geskryf kan word as 'n kwadr atiese vorm plus 'n resterm, wat ons 
n 

sal aantoon gaan na nul. In die volgende hoofstuk salons aantoon dat stelling 2. 4 

op hierdie kwadratiese vorm van toepassing is, sodat die asimptotiese verdeling 

van r (onder H ) gekarakteriseer kan word. 
n o 

Opmerkings: (i ) Let op dat r bloot die korrelasie koeffisient is tussen X. 
n m 

en H. , i = 1, ... , n, sodat volg dat -1 < r ~ 1. 
lil - n-

Volgens stelling 2, bl. 83 in van der Watt (1968) geld dat : 

D((2n l (n- l I: X. H. - 1)) -+ N(O, 1 ) as n ... 00 • (Ons neem µ = 0 en a= l.) 
. mm 
l 

. - 1 
. . n I: X . H . - 1 = o (1) as n ...,. 00 • 

. lil lil p 
l 

2 2 
In paragraaf 8. 3 sal ons ook aantoon dat s tn - 1 = o (1) as n -+ 00• Dit volg dus n p 

uit die definisie van r dat r - 1 = o (1) as n + 00 (onder H ). 'n Toets vir H sal 
n n p o o 

dus verwerp indien r te ver links van een le. 
n 

(ii ) In van der Watt (1968) word daar 'n effens verskillende motivering 

vir die gebruik van r as toetsstatistiek gegee. 
n 

(iii) In dit wat volg salons deurgaans aanneem dat H waar is. 
0 
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7, 2 REDUKSIE VAN r NA 'N KWADRATIESE VORM PLUS 'N RESTERM 
n 

Ons toon nou aan hoedat r geskryf kan word in 'n vorm waarop die 
n 

algemene teorie van hoof stuk 2 van toepassing is. 

Aangesien r invariant is onder skaal en translasie transformasies, sal 
n 

ons sonder verlies aan algemeenheid in dit wat volg aanneem dat µ = 0 en cr = 1. 

Ontwikkel ons H(U. ) in 'n Taylor reeks om i / 
1

, dan is: 
Ill n+ 

X . - H. + X. - H. 
Ill Ill Ill Ill 

= H. + H(U. ) - H. 
Ill Ill Ill 

= H. + V. H'. + 1. ~ H" (U~ ) 
Ill Ill Ill 

2 
lil Ill 

=-= H + V H' +e (se ~ 
in in in in 

waar U~ tussen U. en i/ 
1 

te. Die teller van r word dus : m · m n+ n 

- 1 2 -1 - 1 
n I: H . + n I: V. H. H'. + n I: e. H. 

m m m m m m 
i i i 

2 
= t + w +v (se). 

n n n 
- -1 

Ook is : X = n I: X. 
n i m 

- 1 
~ n I: (H(U. ) - H. ) 

• lil Ill 
1 

-1 -1 = n I: V. H'. + n I: e. , 
. mm . m 
1 1 

soos hierbo m. b. v. Taylor. 

2 - 1 2 =2 
s = n I:X. -X 

n i m n 

-1 2 -2 
== n I: (H. + V. H! + e. ) - X 

. Ill Ill m Ill n 
1 

2 -1 -2 
= t +2w + n Q +R - X 

n n n n n 
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waar soos in paragraaf 3. 1 Qn = Q(h), en 
n 

-1 2 -1 
R = n I e . + 2n I e. (H. + V. H! ) 

n . m .mm mm 
l l 

2 2 2 2 2 
st(l-r)=st -

n n n n n 
(n-l I X. H. >2 

. m m 
l 

2 2 2 2 
= st -(t +w + v) 

n n n n n 

2 2 -1 -2 2 2 
=t (t +2w +n Q +R -X )-(t +w +v ) 

nn n n n n n n n 

4 2 -1 2 2 -2 2 4 2 2 2 2 
= t + 2w t + n Q t + R t - X t - t - w - v - 2w t - 2v t 

n nn nn nn nn n n n nn nn 

- 2W V 
n n 

2 -1 -2 2 
=t (n Q -X )-w + R 

n n n n ln 

2 2 2 
met R = R t - v - 2v t - 2w v 

ln n n n n n n n 

2 2 2 2 -1 -1 -1 2 2 
s t (1 - r ) = t (n Q - (n IV. H'. + n I e. ) ) - w + R 

n n n n n . m m m n ln 
l i 

-1 2 
= n t K + R 

n n 2n 
-1 2 2 

waarg K = Q - n (IV. H! ) - n vi en: 
n n . m m n 

l 

2 2 2 -1 2 2 -1 -1 
R = R + (t - 1) w - t (n I e. ) - t (n I V. H! )(n I e. ). 

2n ln n n n . m n . m m . m 
l l l 

Aangesien t
2 

•-r 1 as n -+ co en (soos ons later sal aantoon) nR = o (1) , 
n ~ P 

stel ons dus belang in die asimptotiese verdeling van K • Nou het ons dat: . n 
2 2 - 1 2 -1 2 

K :c:z V.(H~) -n (l:V.H'.)-n (l:V.H'.H.). 
n . Jn Jn . Jn Jn . Jn Jn Jn 

J J J 

In hoof stuk 1 het ons gesien dat 
n+l 

Qn = f +l / S 1)2(n + 1)-1 I ciJ·n+l zizj 
n+ i,j=l 

n 
-1 2 

met c .. l = (n+l) I ill! ) lj/ .knljl .kn. 
lJn+ k=l ' kn l J 
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Beskou vervolgens die tweede term van K : Ons kan weer skryf: 
n 

n+l 
-1 

V. = S l I: S . . Z . (Z . = Z ~ - 1 ). 
Jn n+ i=l 13n 1 1 1 

Die tweede term word dus: 

-1 -1 2 
n (I:H~ S 

1 
I: S .. Z.) 

. Jil n+ . lJil 1 
J 1 

- n- l I: H'. H'. s- 2 
I: Sk . S . ZkZ 

.. Jn m n+l k m mJn m 
1 , J , m 

,n+l 2 -1 -1 -1 
== \ Is ) (n+l) I: zkzm n (n+l) I: H~ H! 

1 k 
. . Jll m 

n+ , m 1, J 

n+l l 2 -1 z 
= ( S ) (n+ 1) I: C '. . +l . Z. 

1 
. . lJil 1 J 

n+ 1, J 

n+l 
- 1 

waar: Q' = (n+l ) I: c' Z Z 
n ijn+l i j 

i , j=l 

-1 - 1 n 
m et c!. +l = n (n+l) I: Hkn' H' t knw. . 

lJil k, m =l mn 1 Jmn 

Op analoe wyse kan ons die derde term van K skryf as: 
n 

2 -1 n+l 
) (n+l) I: c': . + Z Z 

. . l lJil 1 i j 
1, J= 

_ r-+l I )2 Q" 
S 

1 
n 

n+ 
n 

-1 -1 
met c': . l = n (n+l) I: HknHkn' H H' W .knW. • 

1Jn+ k, m =l mn mn 1 Jmn 

K reduseer dus na: n 
,n+l 2 -1 o 
t Is ) (n+l) I: c .. +l z.z . 

1 
. . lJil 1 J 

n+ 1, J 

0 
met c.. = c . . - c '.. - c';. 

LJil lJil lJil lJil 
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Die regterlid is dus in effek 'n kwadratiese vorm plus 'n resterm. Op 

hierdie kwadratiese vorm gaan ons in 'n latere paragraaf die teorie van hoofstuk 2 

toepas. 

7. 3 KONVERGENSIE VAN DIE RESTERM 

Ons sal in hierdie paragraaf aantoon dat nR2n = op (1), met R
2
n soos 

in par agraaf 7. 2. Die bewyse in hierdie paragraaf verloop baie soos die in 

paragraaf 3. 3 en ons sal gevolglik nie heeltemal so volledig wees soos daar nie. 

n 

Vooraf let ons op dat uit die bewys van stelling 3. 1 volg dat: 

n 2 
L e . = o (1 ) as n -+ 00 

i=l m p 

en L e. V . H'. = o (1) as n -+ 00• 

i =l m m m p 

Ons beskou nou die antler terme van R2n. 

Lemma 7. 1: As n -+ 00 geld dat: 

R
3 

(A.) = n- A L e . == o (1 ), vir enige A > O. 
n . m p 

1 

Bewys: Ons het dat: 

-11. 2 
2R3n(A.) = n L V. H" (U~ ). 

j Jll Jll 

Soos tevore volg dan dat: 

I 2R
3 

(A. ) I < n -11. L V~ I H': I + n-11. L ~ I H" (U. ) I 
n - j Jn Jn j Jn 3n 

(7. 3. 1) 

(7. 3. 2) 
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Volgens l emma a9 geld: 

ER (1, )..)<n-l-AI: j/ 
1

(1- j/ 
1

)1H''. I <n-"IH
1 

ln-lI:j/ +l(l-j/ 
1

) (H~ / 
3n n+ n+ Jn - n . n n+ Jn 

j J 

< n-)._ I H I O(log n), volgens lemma 3. 7 
ln 

= o (l ) a s n + oo, volgens lemma 3. 1 

ER
3
n (1, A) = o(l) 

R
3 

(1, )._) = o (1) 
n p 

as n -+ 00 

as n + 00• 

Beskou nou R
3
n (2, )._ ): 

R
3 

(2, ") = n-" I: v~ I H" (U. ) I . 
n . Jll Jil 

J 

Pas nou hierop lemma al0 toe. Laat dus soos tevore: 

µ. (T ) = SUp . I H" (u) I , 
Jn U < U < UJn 

jn 

dan volg dat : 

P [R (2, A) < n- )._ I: V~ µ. (T)] > 1 - T. 
3U - . JUJU -

J 

Nou volg uit lemma a 9 dat: 

En- " r v~ µ . (T ) <u-l-AI:j/+1(1-j/+1)µ. (T) 
j Jn Jn - j n u JU 

- 1- ).. [ n o]. j -1-).. [n(l- 6)] j j1/ 
""' ll I: J; (1-1/ ) µ. (T) +u I: /u+l(l- u+l) µJ_U(T) 

j=l u+l n+l JU j=[n6 ]+l 

- 1- ).. u j j 
+ n . I: 1u+l (1- 1n+l) µjn (T) 

J=[u (1-6) ]+1 

=== R
3
n (2, A, 6, 1) + R

3
u (2, ).., 6, 2) + R

3
n (2, A, 6 , 3) (se) met 0 < 6 < ½. 

Aangesien 6 < ½, sal j / 
1 

< ½ vir j = 1, 2, .•• , [n6] en dus is 
n+ 

u jn < ½, vir j = 1, 2, •.. , [n6 J en u groot genoeg. 

(7. 3. 3 ) 
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:. µ_ (T)= IH"(u. >I, j = 1, 2, ... , [no] 
Jn Jn 

en u . H'(u. )< jH(u. )j-
1

, j = 1, 2, ... , [no]. 
Jn Jn Jn 

Vir n groot genoeg vind ons dus dat: 

= o(l), volgens lemma a4. 

: . R
3
n (2, A, o, 1) = o(l) as n -+ oo. 

Soos tevore volg direk dat 

R
3
n (2, A, o, 2) = o(l) as n -+ oo. 

Ook kan net soos hierbo aangetoon word dat R
3
n (2, A, o, 3) = o (1) as n -+ 00• 

- A 2 
:. n I: V . µ_ (T ) = O (l)asn -+ 00• 

j Jil ]Il p 

Dit geld vir elke T > 0, sodat uit (7. 3. 3) volg dat: 

R (2, A) = o (1) as n -+ 00 

3n p 

:. R
3 

(A) = o (1) as n -+ 00, en die lemma volg. 
n P 

Lemma 7. 2: Laat A > O. Dan geld dat: 

1- A 
R (A ) = n v = o (1) as n -+ 00• 

4n n P 

Bewys: Ons het dat: 
n 

2R (A) = n - A I: v~ H. H" (U~ ) 
4n . l Jil Jil ]Il 

J= 

-1 
j 
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Konvergensie van hierdie twee terme volg net soos by lemma 7. 1. Dit 

voltooi die bewys. 

Lemma 7. 3: Vir A < ½ geld dat: 

A 
R

5 
0- ) = n w = o (1) as n -+ co. 

n n p 

Bev.ys: Ons het dat: 

-l+A 
R

5 
0- ) = n I: V. H. H ~ . 

n . Jn Jn Jn 
J 

Met behulp van lemma a9 en Schwarz se ongelykheid volg dat: 

EjR
5 

0- )l<n- 3/ 2+),_ I: (j/ 
1
(1-j/ 

1
))½jH. jH~ 

n - j n+ n+ Jn 3n 

< (n- 3/ 2+A I: j / (1- j/ )(H~ >2 l x (n-3/2+A I: H~ l 
j ~1 ~1 ~ j ~ 

= o(l) . o(l), volgens lemma 3. 7 en 3. 4. 

E I R 
5
n 0- ) I = o (1) as n -+ ..., 

R
5 

0- ) = o (1 ) as n -+ •. n p 

Die lemma volg dus. 

Qpmerking: Uit lemmas 7. 2 en 7. 3 volg dat nw v = o (1) as n -+ 00• 
n n p 

Lemma 7. 4: Vir A < ½ geld dat: 

-l+A 
R 0- ) = n I: V. H '. = o (1 ) as n -+ 00, 

6n . Jn Jn p 
J 

Bewys: Die bewys verloop net soos die van lemma 7. 3. 
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Opmerking: Uit lemmas 7. 1 en 7, 4 volg: 

-1 
n (I: e. ) O: V. H'. ) = o (1) as n -+ oo. 

. Jn . Jn Jn p 
J J 

Hierdie lemmas stel ons in staat om die volgende te bewys: 

Stelling 7. 1: As n ➔ 00 geld dat nR2n = op (1). 

Bewys: Ons het dat: 

2 2 2 2 2 2 
nR = t (l:e . + 2I:e. H. + 2I:e. V. H~ )- nv - 2nt v - 2nw v +n(t - l)w 

2n n . Jn . JnJn . JnJnJn n nn nn n n 
J J J 

2 -1 2 2 -1 
-t n O: e.) -t n (l:e. )O:V. H'. ). 

n j Jn n j Jn j Jn Jn 

2 
Aangesien t -+ 1 as n ➔ 00, volg konvergensie van al hierdie terme, 

n 

behalwe n (t 
2 

- 1 )w 
2 

, uit (7. 3, 1 ), (7. 3. 2) en bostaande lemmas. (Let op dat 
n n 

I: . e. H . - nv ). 
J Jn Jn n 

2 
n(t -

n 

Ons toon dus net aan dat: 

2 
l)w = o (1), as n ➔ oo. 

n p 

Nou, uit lemma 7. 3 volg dat n)...w
2 

= o (1) as n + 00, met A< 1. Ook volg uit lemma 
n P 

3.4 2 -0 
t n - 1 = o(n ), o < 1 as n ➔ oo 

: . n(t
2 

- l)w
2 

=o (1) as n ➔ 00• 
n n p 

Die stelling volg dus. 

Opmerking: Volgens hierdie stelling sal ns
2 

t
2 

(1 - r
2

) en K dieselfde asimptotiese 
nn n n 

ver deling he. Ons het tevore reeds gesien dat K in effek geskryf kan word as 'n 
n 

kwadratiese vorm in onafhanklik en identies verdeelde stogastiese veranderlikes. 

In die volgende hoofstuk sal ons aantoon dat die teorie van hoofstuk 2 op K van 
n 

toepassing is, en hoe ons daaruit die asimptotiese verdeling van r kan vind. 
n 
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HOOF STUK 8 

DIE ASIMPTOTIESE VERDELING VAN DIE TOETSSTA TISTIEK VIR DIE 

SAMEGE STELDE GEVAL 

8. 1 INLEIDING 

In hierdie hoof stuk wil ons ondersoek ins tel na die asimptotie s e verdeling 

van: 
n 

To = - 1 " o z z n L, c.. . . 
n . . l lJn 1 J 

1, 3= 

0 
m et c .. = c .. - c!. - c'.' .. 

lJn lJll lJll 1Jn 

Om nou die teorie van hoofstuk 2 toe te pas op T
0 

, moet ons die getalle 
n 

[b. } en [ y } vind Hiervoor gaan ons soos tevore te werk. (Sien opmerking aan 
1mn m 

die einde van paragraaf 2. 3. ) Stel dus: 

0 
c (x, y) =- c(x, y) - c' (x, y) - c" (x, y) 

waar c (x , y ) =- lH' (u)
2

\jr (x, u)\jr (y, u)du soos tevore. c' (x, y ) kies ons as: 

1 1 
c'(x, y ) = f, !

0 
H 1 (u)H 1 (v)\jr(x, u) \jr (y, v)dudv 

1 1 = ( J H1 {u)\jr (x, u)du)( J H'(v)\jr (y, v)dv) 
0 0 

=-: c 1 (x). c'(y) (se) 

1 
waar c' (x) = f H1 (u) \jr (x, u)du. 

0 

c" (x, y) kies ons ooreenkomstig as 

1 1 
c"(x, y) = I J H1 (u)H(u)H 1 (v)H(v)\jr (x, u)\jr (y, v)dudv 

0 0 

== c"(x). c"(y) (se) 

waar 
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1 
c" (x) = f H' (u)H(u)* (x, u)du. 

0 

Ons wil dus die eiewaardes en eiefunksies van c 
O 

(x, y) vind, Laat nou 

soos tevor e H die m- de Hermitiese polinoom wees, en: 
m 

g (x) = H (H(x)) 
m m 

-1 }m = l,2, ... 
y = m 
m 

Ons toon nou aan da.t die eiewaardes en eiefunksies van c
0 

(x, y) gegee word deur 

g (x) en y , vir m = 3, 4, . • . 
m m 

Uit paragraaf 4. 1 volg dadelik dat: 

1 l H' (u)* (x, u)du = - g
1 

(x) 

c' (x) = -g
1 

(x ) 

Ook is vol gens paragraaf 4.1: 

1 _l 
J
0 

H'(u)H(u)* (x, u )du = -2 2 g
2

(x) 

1 

c" (x ) = -2- 2 g (x) 
2 

c
0

(x, y) = c(x, y)- g
1 

(x)g
1 

(y)- ½g
2

(x)g
2

(y). 

Hieruit volg direk dat die eiewaardes en eiefunksies van c 
O 

(x, y) gegee word deur : 

00 • 

Aangesien I: y = 00, sal ons stelling 2. 4 probeer toepas met b. = g ( I 
1

), 
m=3 m rmn m n+ 

m = 3, 4, . . . In die volgende paragraaf sal ons aantoon dat die kondisies van 

stelling 2. 4 wel bevredig word. Die bewyse wat ons sal gee is baie nou verwant aan 

die van hoofstuk 4, sodat ons dus nie heeltemal so volledig as in hoofstuk 4 sal wees 

nie. 
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Voor af gee ons net eers 'n resultaat wat ons sal nodig kry: 

r 
Stel: h

4
r (x) = (1 - x)H(x) 

r 
h

5
r(x) = xH(x) 

h
1 

(x) = x(l - x)H(x)H' (x) 

h
2 

(x) = x(l - x)H' (x). 

Lemma 8. 1: As n -+ 00 geld vir elke 6 < 1 dat: 

n 
max I - 1 k 1 I -6 (i) < k n I: h

4 
( / 

1 
) - J h

4 
(x )dx = o (n ) 

r - n k=l r n+ o r 

I - 1 n k 1 I -6 
(Hi) n I: h

2
( / +l) - !

0 
h

2
(x)dx = o(n ) 

k=l n 

-1 n k 1 o 
(iv) In I: h

1
( / 

1
)-

0
f n

1
(x)dxl =o{n- ). 

k=l n+ 

Bewys: 

(i) Dit volg ma.klik dat daar 'n O < a~½ bestaan sodat h 
4
r (x) m(?notoon is op 

(0, a). Stel: 

1 [na]-1 k +1 1 k 
R

1 
(r) = In- I: h

4 
{ / 

1
) - ~h

4 
(x)dxl < t1 / )I {n+lf I: h

4 
( / 

1
) 

n k=l r n+ o r - n k r n+ 

)1+1 
= ( / )R

1 
(1, r) + R

1 
(2, r) 

n n n 
(se). 

Uit lemma a5 volg dat: 
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Hieruit vol g dadelik dat 

max -6 
k 

R
1 

(1, r) = o (n ), 6 < 1. r < n 
- n 

Verder het ons m. b. v. lemma a12: 

R
1
n(2, r) ~ n-l f

0

1 
IH(x)lrdx 

< n- 1 (f 
1 

H(x>2raxl 
0 

- -1(~)½ 
- n '2r r. 

-1 
< n (2k )! 
- n 

-6 = o(n ), 6 < 1. 

max -6 
. . r < k R

1
n (2, r) = o(n ), 6 < 1 

- n 

max -6 
. . k R

1 
(r) = o(n ), 6 < 1. r < n 

- n 

1 
2; a 

f n+lh (x)dxl + I f h
4 

(x)dxl. 
o 4r [na]-½ r 

n+l 

Beskou nou die interval (a, 1 ). Ons het dat: 

r r-1 
h4r(x) = - H(x) + r(l - x)H' (x)H(x) 

1 n k 1 
In- I: h

4 
( / 

1
) - I h

4 
(x)dxl 

k-[na] r n+ a r 

< f+1
/ )(n+lf

2
(n- [na] +l) [ J 8;1P 1 lh4' (x)I 

n _ na _ - 2 < x < n+a r 

+ I ! 
[na]-½ 

( n+l ' a) 

n+l - - n+l 

+ n 1 I f 
1 

h
4 

(x)dx I. 
a r 

Met behulp van lemmas 3. 3 en a12 volg konvergensie van die laaste 

drie terme direk. As n ➔ 00 kan ons vir die eerste term skryf: 
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O (1 )n-1 sup I h' (x) I 
X 4r 

waar a -+ c met a < c < 1. 
n 

Laasgenoemde is dus 

1 £+½ ~ ,n* kn < O(l)n- <I H 
1

)1 + k I Ht~
1

)1 0(1)) 
+ n n+ 

- 6 
= o(n ), o < 1, volgens lemma 3. 1. Dit voltooi die bewys van (i). 

(ii ) Die bewys hiervan volg uit (i) deur simmetrie. 

(iii) Ons het dat daar 'n O < a~½ bestaan sodat h
2 

(x) stygend is op (0, a) en dalend 

op (1 - a, 1), terwyl h
2

(x) en h2(x) begrensd is op [a, 1 - a]. Die bewys volg nou 

direk deur toepassing van lemmas a5 en a6. 

(iv) Die bewys hiervan verloop soos die van (iii). 

8. 2 VERIFIKASIE VAN KONDISIES 

In hierdie paragraaf sal ons aantoon dat die kondisies van ste lling 2. 4 in 

die huidige geval bevredig word 

Eerstens merk ons op dat T0 nie 'n lineere term bevat nie, sodat die kon= 
n 

disies waarin [d. } en [o } voorkom, verval. Tweedens let ons op dat b. en y 
m m 1mn m 

soos in hoofstuk 4 is, behalwe dat m > 3 in die huidige geval. Kondisies (B2 ), 

(ffi'l) en (Bf2) sal dus soos tevore bevredig word Ons hoef dus slegs kondisies 

(C2) en (CBI'l) te verifieer. 
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8. 2. 1 Kondisie (C2) 

Ons moet aantoon dat: 

2 0 2 ~ 2 00 -2 
(n + 1 )- I: (c ) ➔ I: y = I: m as n ➔ 00• 

ijn+l m 
i, j m=3 m=3 

N ou het ons dat: 

o 2 2 2 2 
(c. . ) = c.. + (c!. ) + (c'.'. ) - 2 c.. c!. - 2 c.. c':. + 2 c!. c': . . 

lJll lJll lJil lJil lJil lJll lJll lJil l Jll lJll 

Uit hoofstuk 4 weet ons reeds dat: 

-2 2 00 2 
n I: c . . ➔ I: y as n ➔ 00 

. . lJll l m 
1, J m = 

(8. 2. 1) 

Voorts het ons dat: 

f - - 1 ( + 1 )- 1 ,;, Ht Ht ,Ir ,Ir c.. 1 - n n L., Im "''kn "'. 1Jn+ k mn 1 Jmn ,m 

= ~) (n + 1f
2 

I: H 1 H 1 W. W. 
n k kn mn 1lm Jmn ,m 

p +l = c' c' n ) in+l jn+l (se) 

-1 n 
met c! = (n + 1) I: H! w. 

m+ 1 k=l kn 1kn 

Beskou dus: 

(n + 1)-1 I: (c! +1)2 = (n + 1)-3 I: ('I: Hkn' W.kn)2 
. lll . k 1 
1 1 

= (n + 1 f 2 
L'. H' H' T 

k 
kn mn kmn ,m 

waar soos in hoof stuk 4: 
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T(x, y) = ((1 - y) vir x ~ y 
y(l- x) vir x_:::y. 

Ons sal nou aantoon dat: 
-2 1 1 

(n + 1) k I: HknH~n Tkmn ➔ J J H' (x)H' (y)T(x, y)dxdy. 
,m 

Nou is: 

(n + 1)
2 

I: H' H' T 
k 

Im mn ,m 
km 

= 2 (n + 1) 2 I: k / 1 (1 - m / 1 )H! H' 
n k n+ n+ ·· kn mn 

<m 
n 

_ (n + l) 2 I: k / (l _ k/ ){H! )2 
k=l n+l n +l ,--kn 

= 21 - R (se). 
n n 

Uit lemma 3. 7 volg direk dat R = o(l) as n➔ 00. Verder is: 
n 

T(x, y) = ?- o/ (U, X)o/(U, y)du 
0 

:. r/ ! H' (x)H' (y)T(x, y)dxdy = r/< I H' (X)o/ (u, x)dx>2 du 

=jg~ (u)du (sien paragraaf 8. 1) 

= 1 (< oo). 

Ons toon nou aan dat I ➔ ½ as n ➔00. 
n 

Stel: t(x, y) = x(l - y)H' (x)H' (y), en laat O < o < ½. Dan is: 
_ 

2 
[ no J s _ 

2 
[ n (1- o) J s _ 

2 
n s 

I = (n+l) I: I: t + (n+l) I: I: t + (n+l) I: I: t 
n s =l r=l rsn s=[no]+l r=l rsn s =[n(l- o )]+l r=l rsn 

= 1in (o) + 12n (o) + 13n (o) (se ). 

Ook is: 21 = l Jtt' (x)H' (y)T(x, y)dxdy 

= 2 Jo /t(x, y)dxdy + 2 /-o /t(x, y)dxdy + 2 i£~ (t(x, y)dxdy 

= 2(11 (o) + 12(0) + 13(6)), (se) 

met O < o < ½ soos hierbo. 

Met behulp van lemma 3. 2 het ons nou: 
_ 2 [no J s r s -2 I 

1
- 1 

I (o) = (n+l) I: I: / l (1 - / l)H' H' < (n+l) I: I: H H' ln 
1 1 

n+ n+ rn sn - rn sn 
s= r = s r 

< (n+l) 1}: I H 1-1H, {' I 1> < (n+l) 1 I: H-2 < H([no1]>2 (n + 1) l[no J < H(o)-2. o 
- sn sn n+ - sn - n+ -

s -2 s 
.. 1

1
n (o ) ~ H (o) • o 

limsupl (o)<H(o)-2. o. 
n ~ 00 ln -
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-2 
Maar H (6 ) • 6 + 0 as 6 + 0 

: . lim lim sup 1 (6 ) = O. 
6-+0 n co ln 

Op analoe wyse volg dat 

lim lim sup 1 (6 ) = o. 
6+ 0 n + co 3n 

Dit volg ook direk dat 

lim I (6) = I (6 ) lim I (6 ) = lim I (6 ) = 0 
n + co2n 2 en6 + 01 6+ 0 3 

JI - In J _'.S J Iln (6 ) - 11 (6 ) J + J 12n (6) - 12 (o ) J + I 13:n (o ) - 13 (6) J 

lim sup I I - I I < lim sup I (6 ) + I (o) + lim sup I (6) + I (6) 
n +co n - n + co ln 1 n + co 3n 3 

: . lim I I - I J = 0 
n +co n 

: . I -+ I = ½ as n -+ co 
n 

:.(n + 1f 2 i: Hkn' H' Tkm + 1 mn n 
-lk, m 2 

:. (n + 1) i: (c! 
1

) + 1 
i m+ 

- 2 2 2 
: . (n + 1) i: (c!. l ) + 1 (= y

1 
) 

, , lJll+ 
1, J 

Verder het ons dat: 

- 1 - 1 
c'; . = n (n + l ) i: RH! H H' \(I. \(I. 

lJll+l k - k1C1m mn mn 1kn Jffill , m 

= f +
1

)(n + lf
2 r H! H H' H \(I. \(I. 

n k kn kn mn mn 1kn Jmn ,m 
Jl+l = r-:::-) C 

II 
C " n in+l jn+l 

(se) 

-1 
m et c'! = (n + 1) 

m +l 

Beskou dus : 

-1 2 -3 2 
(n + l) i:(c'! ) = (n + l) i: (i:H! R \(1 .) . m+ 1 . k -7m--kn 1kn 

1 1 

= (n + lf
2 t H H! H H' T 

k 
kn-7m mn mn kmn 

,m 

met T(x, y) soos tevore. 

(8. 2. 2) 
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Net soos hierbo kan ons nou aantoon dat: 

(n+l)-
2 

I: H H' H H• T + J l J1
H(x)H' (x)H(y)H' (y)T(x, y)dxdy 

k 
kn kn mn mn kmn o o ,m 

1 1 2 
= J ( f H(x)H' (x)W (u, x)dx) du 

0 0 

(n + 1 f 1 
I: ( c" 

1
) 
2 

+ ½ as n + co 
in+ 

i 
-2 2 2 

(n+l) I:(c':. ) + 1/4(= y
2

). 
1Jn+l 

i, j 

Verder is: 

c .. +l c!. +l = (n+lf
2

• n-l ~ ill! )
2

W. knW.knH' H' W. W. 1Jn lJn k ,--kn 1 J rn sn 1rn JSn , r, s 

(8. 2. 3) 

' (n + lf 
2 

I: c.. l c!. +l ~ (n + lf 3 ~ (Hkn' )
2
H 1 H' ((n+lf 1 ~ W. W.kn) 

. . 1Jn+ 1Jn k rn sn . 1rn 1 1,J ,r,s 1 

x ((n+lf 1 L'. W. W .kn) 
. JSn J 
J 

-3 2 
= (n+l) L'. (H' ) H' H• T T = I (se). 

k 
kn rn sn krn ksn n , r, s 

Dit is nou duidelik dat ons, analoog aan die vorige, I kan opbreek in 'n 
n 

aantal somme. Ons sal net een van die terme beskou, se bv. : 
[no J k r 

I (15) = (n+lf 3 L'. L'. L'. (Hkn>2H• H' Tk Tk 
n k=l r=l s =l rn sn rn sn 

met O < 15 < ½. Dan volg m. b. v. lemma 3. 2 dat: 

+ O as 15 + o. 
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Ook sal 1(6) = f 6 dz fz dy f Y H' ( z)
2

H 1 (y)H' (x)T(z, y) T(z, x)dx 
0 0 O 

-+ Oas o -+ O, 

want: I = f 1 
f l f 1

H 1 (z )
2
H 1 (y)H' (x)T(.z, y)T(z, x)dxdydz 

0 0 0 . 

1 1 1 2 ]___ ]___ 
= f f f H'(z) ( fr1 1 (y)$(u, y)dy)(f rl'(x)$ (v, x)dx) 

0 0 0 0 0 
$ (u, z )$ (v, z )dzdudv 

1 · 1 1 2 = f J f H'(z) g
1

(u)g
1

(v)$(u, z)$ (v, z)dzdudv 
0 0 0 

= r f l g
1

(u)g
1

(v)(f
1

H 1 (z>2$(u, z )$ (v, z)dz)dudv 
0 0 0 

1 1 
=1

0 
'b c(u, v)g

1 
(u)g

1 
(v)dudv 

=y = l<co 1 . 

Indien ons dus nou al sodanige deelsomme beskou het, sal volg dat 

I ➔ I as n .... Cl0 
n 

-2,..., , (- 2) 
Il L. c. . C. . ➔ Yl - y l 

• . l Jil lJil 
1, J 

Net so sal volg dat: 

as n -+ co (8. 2. 4) 

-2 f l f 1 Jl 2 n I: c .• c';. + H' (z) H(y)H' (y)H(x)H' (x)T(z, y) T(z, x)dxdydz. 
lJil lJil O O 0 i, j 

Hierdie integraal kan ons weer skryf as: 

.1 1 1 2 1 r f f H'(z) $ (u, z)$(v, z)( f H'(y)H(y)W(u, y)dy) 
0 0 0 0 

1 ( J H' (x)H (x)$ (v, x)dx)dzdudv 
0 

1 1 1 2 =½ f f f H'(z) ~(u, z)$(v, z)g
2

(u)g
2

(v)dzdudv 
0 0 0 

1 1 =½ ~ J c(u, v)g
2

(u)g
2

(v)dudv 

2 
=½Y2 = y2 

-2 ,..., 
11 

2 
n L, c. . c . . -+ y 

2 
as n -+ co • 

• . lJil lJil 
1, J 

(8. 2. 5) 
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Ten slotte sal op analoe wyse volg dat: 

-2 1 1 1 1 
n 6 c!. c'; ..... f f f f H'(u)H'(v)H'(x)H(x)H'(y)H(y) T(u, x)T·(v,y)dudvdxdy 

• . lJil lJil O O O 0 
1, J 

= ( f l J 1H1 (y )H' (x)H (x)T (y, x)dydx)
2 

0 0 

1 1 1 2 = (f J H' (y)* (u, y)( J H' (x)H(x)* (u, x)dx)dudy) 
0 0 0 

_1. 1 1 2 
= (-2 2 I J H' (y)* (u, y)g

2 
(u)dudy) 

0 0 
_1. 1 2 

= (2 2 ,b g
2 

(u)g
1 

(u)du) 

= o. 
-2 

. . n 6C ! . c ': . ->- 0 as n .... 00 

lJil lJil 

Uit ('8~ 2. 1) - ('8. 2. 6) volg dus dat: 

-2 0 2 00 2 2 2 2 2 
n 6 (c . . ) ->- Z: y + y + y - 2y - 2y + 0 

lJil m=l m 1 2 1 2 

00 2 2 2 
=6 y -y-y 

m=l m 1 2 

-2 0 2 00 2 
. . n 6 (c . . ) + Z: Y 

i, j lJil m=3 m 
as n -+ 00• 

Kondisie (C2) wor d dus bevredig. 

8. 2. 2 Kondisie (C:BI'l) 

Ons moet aantoon dat: 

max I -2 o I 
I' o = o 3 < < k n ~ c.. b. b . - y n n n m . . 1Jn mm Jinil m 

- - n 1, J 
k k 

Hier is o = £- y = f m-
1

. 
n m=3 m m=3 

=o(l)asn ~ oo. 

(8. 2. 6) 
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Ons kan dus se dat: 

max I -2 " " b b I +a n wC • • • •• 
n m . . 1Jn 1mn Jffill 

1, J 

Uit hoofstuk 4 weet ons reeds dat die eerste term hierbo na nul gaan. 

Ons beskou dus net konver gensie van die tweede en derde terme. Beskou eer stens 

die tweede term. Soos tevore is: 

- 2 -2 
n I: c'.. b. b. ~ n I: c' c'. b b . 

. . 1Jn 1mn Jmn . . in Jn imn Jffill 
1, J 1, J 

Stel nou: 

-1 2 = (n I: c'. b . ) . 
. m 1mn 
1 

- 1 
C' (m) = n I: c'. b. 

n . m 1mn 
1 

-1 - 1 ;r ,i r 
= n I: (n I:H'\/)W\/, / ))b .. 

. n n n 1mn 
1 r 

Aangesien b. soos tevore is, kan ons skryf: (sien paragraaf 4. 6) mm 

1 

= I: a (m! )-2 A' (s) (se) 
ms n 

s 

waar A' (s) = n- l I: H' { I )( (1 - r / )n- l I: H~ - ( / )n - l I: H~ ) 
n r n n i<r m n i>r m 

= r +l / )n-
1 I: H' ( / )J' (s) (se). 

n n rn r 

Let op dat A1 (0) = O. 
n 

Laat nou soos tevore: 
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-1 r k/n r 
Ink(l, r) = (n+l) I: H. - J H(x) dx, 

i<k Ill o 
k = 1, ... , n 

k = 1, • .. , n. 

Dan volg dat: 
1 

J ' (s) = (l- r/ )I (1, s)+(l- r/) Jr/n H(x)
8 dx- (I )I (2, s) - (/) JH(x)

8
dx 

rn n nr n n nr n / o r n 

= J~ (1, s) + J~ (2, s) - J~ (3, s) - J~ (4, s). 

Laat ook: 

A~ (i , s) = n-
1 

I: H' { /n)J·~ (i, s ), i = 1, 2, 
r 

1 

en C' (i n ' m) = I: a (m! f 2 A 1 (i, 
ms n 

s), i = 1, 2, 
s 

3, 4 

3, 4. 

Ons beskou nou elk van bostaande vier terme: 

(i) Ons het dat: 

I A~ (1, s ) I ~ l ~a; < k 
- n 

Uit lemma 3. 4 volg dan dat vir 6 < 1 is: 

I A' (1, s ) I < o(n - 6) n - l I: (1 - r / )H' { I ) < o(n - 6 ) (n- l I: ( I ) 2 
(1- r / ) 2h ( I ))½ (n - l I: f- I ) 2 )½ 

n - n n- n n n r 
r r r 

-6 1. 
= o(n ) 0(1). n2 

• 0(1 ) 

-6 ' = o(n ) met 61 < ½. 

max I I -6 max I I _1. : . a C' (1, m) < o(n )cr I: a (m! ) 2 

n m n - n m ms 
(6 < ½) 

s 
-6 1. 

< o (n )cr (k ! )2 (soos tevore) 
- n n 

= o(1) as n ➔ co, 

(ii) Uit simmetrie volg nou dat 

cr maxi C' (3, m )I = o(l) as n ➔ 00• 
n m n 
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(iii) Verd er het ons dat: 
r/n 

J' ' (2 s) = (1- r/ ) J H(x)sdx 
rn ' n o 

volgens lemma as. 

: . A' (2, s) = n-
1 

I: (1 - r / )H' { I )~ (H { I ) ). 
n n n s n r 

Ook is vir m > 3: 

l ' (m) = 0 = J 
1 

g
1

(x)g (x)dx 
o m 

1 1 
= J g (x) ( J H' (z)* (x, z)dz)dx 

o m o 

_.!. 1 z s 1 1 s = I: a (m:) 2 
( J (1- z)H' (z) J H(x) dxdz - J zH' (z) r H (x) dxdz) 

ms o o o ~ 
s 

= 11 (m) - 12 (m) (se) 

.. C' (m ) = C' (m) - I' (m) 
n n 

Stel nou: 

1 

11 (m) = I: ams (m! f 2 11 (m, s) en: 
s 

D~ (1, s) = A~ (2, s) - 11 (m, s) 

r ;r s-1 ;r 11 s-1 = I: (1 - / )H \ / ) (1 + \J (H \ / ) ) - (1- z )H (z) (1 + \J (H (z)) )dz 
n n s n o s r 

- 1 r ;r s-1 1 s-1 - 1 r ;r s-1 ;r = n I: (1 - / )H \ / ) - J (1- z )H (z) dz + n I: (1 - / )H \ / ) \) (H \ / ) ) 
n n o n n s n 

r r 

1 s- 1 
- J (1- z)H(z) v (H(z))dz 

0 S 
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= D' (1, s, 1) + D' (1, s, 2) (se ). 
n n 

Uit lemma 8. 1 volg dadelik dat: 

maxk I D' (1, s, 1 ) I = o(n -
6

), 6 < 1. 
s< n 

n 

l
Beskou nou D 1 (1, s, 2) en gestel eers s is onewe, sodat: 

s- n 
2 -2k 

v (z) = I: (s - l)(s - 3) • • • (s- 2k+l )z , volgens lemma as 
8 

k=l 

: . ID 1 (l, s, 2)1 ~s! max 
1

ln- 1 I: (1 - r/ ) Hf/ >8-2k-l _J 1 (1-z )H(z)8
-

2k- 1dzl . 
n k<~ r n n o 

- 2 

Uit lemma 8. l volg dus : 

8~~ ID~(l, s, 2)1 = o(n-
6

), 6 < L 
- n 

[ s onewe} 

Gestel nou s is ewe, dan volg: 
s - 1 
2 I - 1 ln 1 (1, s , 2)1 ~ I: (s-1) • . • (s- 2k+l ) n 

n k=l 

Die eer ste term kan net soos by die geval s onewe behandel wor d, t erwyl 

vir die tweede term ons lemma 8. 1 (iii) toepas. 

6 < 1. 

max I I -6 s < k D~ (1, s, 2 ) = o(n ), 6< 1 
- n 

max I I - 6 s<k D~ (l, s) = o(n ), 6 < 1. 
- n 

Dit volg dan direk dat : 
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an 
3 
~: < k IC~ (2, m) - I1 (m) I = o(l) as n ➔ oo. 

- n 

(iv) Analoog aan (iii ) volg dat: 

an 
3 
~: < k IC~ (4, m) - I2(m)I = o(l) as n ➔ 00

• 

- n 

Uit (i) - (iv ) volg dus dat: 

an ar:: < k IC~ (m)I = o•(l) as n ➔ 00
• 

n 

max I - 2 I a 
3 

< < k n I: c ! . b. b . == o (1) as n + oo, 
n m . . 1Jn 1mn Jmn 

- n 1 , J 

Ten slotte moet ons aantoon dat: 

max I -2 " " b b I (1) an 3 < m < k n . L,. c ijn imn jmn = 0 as n -+ 
00

• 

- - n 1, J 

Aangesien c !'. ~ c'; c'! 
lJn lil Jn 

- 1 
met c'ln+l - (n+l ) ~ HknHkn ijf ikn 

kan die bewys hier net so deurgevoer word as vir die vorige geval, behalwe dat 

ons lemma 8. 1 (iv) gebr uik waar ons tevore lemma 8. 1 (iii) gebruik het. 

Ons konkludeer dus dat I' a = o(l ) as n 
n n 

die huidige situasie bevredig word. 

00, sodat kondisie (CBT'l) in 

8. 3 DIE VORM VAN DIE ASIMPTOTIESE VERDELING VAN r 
n 

In paragraaf 8. 2 het ons aangetoon dat die kondisies van stelling 2. 4 

bevredig wor d vir daar die bepaalde keuse van die konstantes. 

O - 1 O 
Met T ::-; n I: c .. z.z. volg dus dat: 

n lJil 1 J i, j 
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CX) -1 2 
-r D ( ~ m (Y - 1 ) ) as n ..,. CXl, 

m =3 m 
(8. 3. 1 ) 

In par agraaf 7. 2 het ons ook gesien dat: 

2 2 2 2 
ns t (1 - r ) = t K + nR 

nn n n n 2n 

waar nR2n = op (1), terwyl: 

K = f +l / )2 To 
n S 

1 
n+l 

n+ 
(8. 3. 2) 

In hierdie par agraaf wil ons die vor m van die asimptotiese verdeling van 

r m. b. v. (8. 3. 1) en (8. 3. 2) bepaal. Vooraf gee ons eers 'n resultaat wat ons later 
n 

sal nodig kry. Laat soos tevore: 

T (x, y) = [x(l - y ) 
y(l - x) 

vir x ~ y 
vir x ~ y 

Lemma 8. 2: Met T
0 

soos hierbo, geld: 
n 
~ 1 ~1 

ET0 = n-l ~ k/ (1 - k/ )hf/ ) - (n-1)- ln- l ~ H 1f l )H'F/ )Tf/, 
n k=:l n n n k, m=l n n n 

Bewys : Ons het dat: 

ET
0 = n- l ~ (c .. - c'. . - c'.' . ) 
n 1m 1m 1m 

i 
waaruit die bewys direk volg. 

Opmerking: Volgens paragraaf 8. 2. 1 geld: 

- 2 1 1 
(n+l ) k ~ HknH~ Tkmii°'" b j H' (x)H' (y)T(x, y)dxdy = 1 

,m 

- 2 1 1 
(n+l ) I: IL Hkn' H H1 Tkm~ J J H(x)H' (x)H(y)H' (y)T(x, y)dxdy = ½. 

k 
kn mnmn noo 

,m 
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Dit volg dus dat: 

E T
0 ~ a -

3 
/
2

, met a soos in hoofstuk 4. Hierdie is 'n handige asimptotiese 
n+l n n 

uitdrukking vir ET
0 

1 
i. t. v. a . Stel nou a

0 = ET
0 

1
• Dan het ons die volgende 

~ n n ~ 

stelling: 

Stelling 8. 1 : As n + 00 geld dat: 

0 
D (2n (1 - r ) - a ) + 

n n 

Bewys : Ons het dat : 

2 2 2 2 
ns t (1 - r ) = t K + o (1) as n -+ oo 

nn n n n p 

2 2 2 o 2 Jl+l 2 o o 
ns t (1 - r ) - a = t l /

8 
) T 

1 
- a + o (1) 

n n n n n 
1 

n+ n p . n+ 

Uit lemmas 3. 7 en 8. 2 en paragraaf 8. 2. 1 volg direk dat a 
O = 0 (log n) 
n 

a s n -+ 00• Soos tevor e is : 

(i+l / S )
2 = 1 + 0 (n- ½) as n + m, (sien stelling 4. 1) t erwyl volgens 

n+l p 

l emma 3. 4 geld dat: 

2 _ .!. 
t = 1 + o (n 2 

) as n ·->- co 
n (8. 3. 3 ) 

2 2 2 o 
D (ns t (1 - r ) - a ) + 

n n n n 

00 - 1 2 
D( I: m (Y - l ))asn + oo. 

m 
m =3 
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Voorts is dit bekend dat : 

.! 2 
D(n2 (s - 1)) -+ N(0, 2) a s n + co 

n 

Uit (8. 3. 3) en (8. 3. 4) volg dus : 

2 2 _.! 
s t = 1 + 0 (n 2 

) as n -r co 
n n p 

o 2 2 
. . a (s t - 1 ) = o (1) as n -+ co. 

n n n p 

Nou geld egter dat : 

22 2 o 2 2 2 o o 22 
ns t (1 - r ) - a = s t (n (1 - r ) - a ) + a (s t - 1 ) 

nn n n n n n n n nn 

.'. D (n 
2 o 

- r)-a) 
n n 

co -1 2 
D ( I: m (Y - 1 ) ) as n ~ co. 

m 
m ==3 

(8. 3. 4) 

(8. 3. 5) 

(8. 3. 6) 

Hieruit volg dat n (1 - r )(1 + r ) - a 
O 

'n as imptotiese verdeling het sodat volgens 
n n n 

0 
bostaande geld: (a - O(1.og n )) 

n 
1 

n2 (1 - r ) (1 + r ) =o (1) as n + co. 
n n p 

M. b. v. opmer king (i) van paragraaf 6. 1 volg dus dat: 

1 

n2 (1 - r ) =-= o (1 ) a s n -+ co 
n P 

· n (1 - r )
2 

= o (1 ) as n -+ co 
n P 

o 2 2 o 
Maar 2n (l - r ) - a :=: n(l - r ) + n(l - r ) - a . 

n n n n n 

Uit (8. 3. 6), (8. 3. 7) en (8. 3. 8) volg dus : 

0 
D (2n (1 - r ) - a ) 

n n 

co -1 2 
-+ D( I: m (Y - l))as n + co, 

m 
m =3 

Die stelling volg dus. 

(8. 3. 7) 

(8. 3. 8) 
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Opmerking: Hierdie stelling gee dus vir ons die vorm van die asimptotiese 

verdeling van r onder H . Ons kan r dus nou gebruik a s toetsstatistiek vir H • 
n o n o 

In die. volgende paragraaf gee ons die kritieke waardes van die asimptotiese verdeling 

van r asook 'n tabel van a 
O 

, vir sekere keuses van n. 
n n 

8. 4 KRITIEKE WAARDES VAN DIE ASIMPTOTIE SE VERDELING 

Ons het in die vorige par agraaf gesien dat onder H geldg 
0 

0:, 

D(2n(l - r )- a
0

) + D( I: m-
1

(Y
2 

- 1)) as n + co, 
n n m 

m ::::3 

Laat Y = ; m- l (Y
2 

- 1 ), dan s al ons in hi r die paragraaf die kritieke 
o · m 

m =3 

waardes van die verdeling van Y bepaal. Om dit te doen gaan ons soos in paragraaf 
0 

4. 8 te werk. Gestel nou Y se distribusief unksie en karakteristieke f unksie word 
0 

respektiewelik gegee deur F en cp • Dan volg soos in paragraaf 4. 8 dat: 
0 0 

1 cp (t) . 
F (y ) - F 'o) = - t -0

- (1 - e - ity ).dt 
0 0 \ 2TT - ex:, it • 

Ook is dit duidelik datg 

CO - it/k _.l 
cp (t) = TI e (1 - 2it/k) 2 

0 k=3 
i8 (t) 

0 = r (t)e (se), 
0 

waar uit paragraaf 4. 8 volg dat: 

r (t) = ; (1 + 4t2 /k2f 1 /4 
0 

k=3 

== r(t)(l + 4t2f 1/4(1 + t2f 1 / 4 
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-1 - 1 
3t 

= 8 (t) -
tan 2t + tan t + -

2 2 ' 

m et r (t) en 8 (t) soos in paragraaf 4. 8. Dit volg dus dab 

. 1 
r (t) 

ex, + (sin 8 (t) + s in (ty - 8 (t))dt. F(y)-F(o) = - J 
0 0 TT 0 0 0 

F (y) kan ons nou hieruit soos tevore bepaal. 
0 

Die volgende tabel gee die waardes van F (y) , 
0 

afger ond tot 3 des imale, 

vi r sekere keuses van y. 

TABE L 8. 4. 1 DIE ASIMPTOTIESE VERDELING VAN 2n(l - r )- a
0 

n n 

X F (x) X F (x) X F (x) X F (x ) 
0 0 0 0 

- 2, 0 o, 000 - 0, 5 0,310 1,0 0, 873 2,5 0, 987 

- 19 9 o, 001 - 0, 4 0,359 191 0,890 2,6 o, 989 

- 1 , 8 0, 002 -0, 3 0,409 1,2 09 905 2, 7 0, 990 

- 1, 7 0,005 - 0, 2 0, 458 113 0, 91.8 .2, 8 o, 992 

- 1 , 6 0,009 - o, 1 o, 507 1,4 o, 930 2,9 o, 993 

-1 , 5 o, 015 0, 0 0,554 1,5 0,939 3, 0 0,994. 

- 1 , 4 0,025 o, 1 0,599 1, 6 0, 948 3,1 0,995 

- 1,3 o, 038 o, 2 0,641 1,7 0, 955 3,2 0,996 

- 1, 2 o, 056 0, 3 0, 681 1,8 0, 962 3, 3 0,996 

- 1, 1 0, 078 0,4 0, 717 1 ,9 0, 967 3,4 0, 997 

- 1, 0 0, 106 0, 5 0,75 0 2, 0 0, 972 3,5 0, 997 

- 0, 9 0,139 o, 6 o, 780 2,1 0,976 4, 0 0,999 

- o, 8 0,176 0,7 0, 808 2, 2 0,980 4,5 0,999 

- 0, 7 o, 217 0, 8 0,832 2,3 0, 983 5,0 1 , 000 

- 0, 6 0,262 0, 9 0,854 2,4 0, 985 
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Laat weer a die grootte van die tipe I fout wees, dan is die kritieke waardes 

vir 'n toets van grootte 1-a, vir 'n aantal keuses van a, bepaal. Om te bepaal hoe goed 

hierdie kritieke waardes die van die verdeling van 2n (1 - r ) - a 
O 

benader wanneer 
n n 

n eindig is, is 1500 waardes van 2n(l - r ) gesimuleer vir sekere keuses van n. 
n 

Hieruit is die kritieke waardes van die verdeling van 2n (1 - r ) - a 
O 

geskat. 
n n 

Hierdie resultate, tesame met die kritieke waardes van die asimptotiese verde= 

ling (d. w. s. vir n = cc) word in die volgende tabel gegee: 

0 
TABEL 8. 4. 2. KRITIEKE WAARDES VAN DIE VERDELING VAN 2n(l - r ) - a 

n n 

Kritieke waardes 

a n = 50 n = 100 n = cc 

0,20 0,53 0,67 0, 67 

0,15 0,76 0,88 0,88 

0, 10 1, 03 1,27 1,16 

0, 05 1,53 1,74 1,63 

O, 01 2,66 2,89 2,65 

Die geskatte waardes is soos in tabel 4. 8. 2 verkry deur van 3 generators gebruik 

te maak en die opmerkings na tabel 4. 8. 2 is ook hier van toepassing. Dit lyk dus 

a sof die asimptotiese kritieke waardes 'n goeie benadering gee vir n = 100 terwyl 

hulle vir n = 50 ietwat te groot blyk te wees. 

Die konstante a 
O 

wat hierbo gebruik is, wor d in die volgende tabel gegee vir 
n 

sekere keuses van n. 
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TABEL 8. 4. 3. WAARDES VAN DIE NORMERINGSKONSTANTE a 0 

n 
0 0 

n a n a 
n n 

1 0,0000 50 1,0131 
2 0,2282 60 1, 0487 
3 0,3550 70 1, 0785 
4 0,4391 80 1, 1041 
5 0, 5006 90 1,1264 
6 0,5485 100 1,1463 
7 0,5875 150 1,2211 
8 O, 6203 200 1,2727 
9 0,6485 300 1,3432 

10 0,6733 400 1,3917 
15 0,7646 500 1,4283 
20 0,8264 600 1, 4576 
25 0,8732 700 1,4820 
30 O, 9107 800 1,5028 
35 0,9420 900 1,5208 
40 0,9688 1000 1,5368 
45 0,9922 
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HOOFSTUK 9 

ERGELYKING VAN 2n(l - r ) MET 'N ANDER TOETSSTATISTIEK VIR D 
n 

SAMEGESTELDE GEVAL 

9, 1 LEIDING 

In paragraaf 1. 2 het ons gesien dat w2 
gebruik kan wor d as 'n toetssta. 0-c: 

n 

t isti .k vir die enkel voudige hipotese H : F (x) =, t (x ). 
0 

Gestel nou ons wil die samegestelde h ipotese H
0 

: F(x) = t~), vir een 

of ander µ en 0 > 0, toets. Dit is duidelik dat 'n moontlike ekwivalent van w2 
in 

n 

h ierdie geval gegee word deur: 

2 - ~ ~x 2 ~x 
W (X , s ) = n f (G*(y) - t(--n)) cttP) 

n n n - ~ n s s 
(9. L 1) 

n n 

waar G* die empiriese dis tribusiefunks ie van die data is ? terwyl X en s
2 

die 
n n n 

steekpr oef rekenkundige gemiddeld en variansie respektiewelik is. (Ons kies 

di - gewigsfunksie, wat in (1. 2, 1) ter sprake is 9 in hierdie geval identies n. ) 

W
2 (X , s ) kan ons nou gebruik a s toetsstatistiek vir die samegesteld . gevat 
n n n 

Dit volg direk dat w2 (X , s ) skaal en translasie invariant is. sodat ons n n n · 

kan aanneem da µ = 0 en a = l. Uit (9. 1. 1 ) volg ook m? b. v. die transformasi 

y- X 
n x -"' t (--) dat: 

s 
n 

2 - 1 - 2 
W (X , s ) = n f (G*(s H(x) + X ) - x) dx. 
nn n o nn n 

Die statistiek w2 (X , s ) is deur Kac , Ki6f r en Wolfowitz (1955) ondersoek. 
n n n 

Hulle het o. a. aangetoon dat onder H geld: 
0 

lim 2 - 2 
P(W (X , s ) < w) = P(W < w) 

n ~ ~ n n n- -
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waar die karakteristieke funksie van w2 
gegee wo r d deur: 

·tw2 co i 

Ee
1 = II (1 - 2itpkf2 

k:::1 
(9. 1. 2 ) 

m et [pk} die eiewaardes van 'n bepaalde integraal vergelyking. (Sien paragraaf 

2. 6 an bogenoemde verwysing. ) 

Jn di e volgende paragraaf s alons die statist iek 2n(l - r ) (sien hoofstuk 7 ) 
n 

t. o. v. Bahadur hellings vergelyk met w2 (X , s }. Ons sal ook s eker e t ipes alter= 
n n n 

nat iewes gee waarvoor dit lyk asof 2n (1 - r ) beter is as w2 (X , s ). 
n n n n 

In die daaropvolgende paragr aaf bereken ons die asimptotiese verdeling 

(onder H
1

) van 2n(l - r
0

) indien die alternatiewes 'n bepaalde vor m het. Di t stel 

ons in die laaste paragraaf in staat om die asimptotiese mag van die. verdeling van 

2n (l - r ) te ind. 
n 

9. 2 
2 -

RGELYKING VAN 2n(l - r ) MET W (X , s ) t. o. v. BENADERDE HELLINGS 
n n n n 

ln hierdie paragraaf sal ons 2n (1 - r ) vergelyk m et w2 (X • s ). Om di 
n n n · n 

teorie van paragraaf 5. 1 op hierdie twee statistieke te kan toepas , beskou ons al--: 

-1 - 1 
terna tiewes van 'n bepaalde vorm, nl. H

1 
: F (x ) =Fe (x) = H(x) + Ge (x ), waar 

G
8 

so g .kies moet word dat Fe 'n distribusiefunks ie is. Ons kies G
8 

ook so dat 

G == o. d. w, s. H r eduseer na H : e :::: O. Ons bepaal vervolgens die benaderde 
0 0 0 

h1;1llings van die twee statistieke, onder sekere kondis ies op die funks ie Ge· 

Beskou eerstens 2n (1 - r ). Ons h et dat: 
n 

- 1 n 
r =--= n r: H. X . / s t • 
n . 

1 
Jn Jil n n 

r== 

Gestel nou H
1 

is waar. Dan is : 
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- 1 
X = F (U ) 

jn e jn 

= H(U. ) + Ge (U. ). 
Jll Jil 

Die teller van r word dan: 
n 

-·1 -1 
n I: H. H (U . ) + n I: H. Ge (Uj ). 

. Jil Jll . )Il Il 
J J 

Dit volg maklik dat: 

jn-
1 

I:H. H (U. )- JH(x>2axl = o (1 ) 
j Jil Jil O p 

In-l I: H. H (U . ) - 1 I = o (1) as n ➔ IX). 

j Jil Jll p 

Gestel nou dat : 

as n ..... oo, 

I n-
1 

I: H. G
9 

(U. ) - I (9) I = o (1) as n ➔ 00 

j Jil Jil p 
(9. 2. 1) 

met II(e) I < oo, Vir 'n redelike wye kla s van funks i.es G
9 

sou ons verwag dat : 

1 
I (0) = d H (x)Ge (x)dx. (9, 2. 2 ) 

Indien (9. 2. 1) geld volg dus dat die teller van r in waarskynlikheid kon= 
n 

vergeer ua 1 + 1(9 ), as n -+ oo. 

Voor ts het ons dat: 

2 -·1 n - 2 
s = n I:(X . -X) 
u j=-l Jn n 

...: n- lt[(H(U. ) +Ge(U · ))- u-l I:(H(U. )+GS(U. )) ]2 
. Jn JU . m m 
J l 

- 1 -1 2 -1 -1 2 
~~ u I: (H (U. ) - n I: H (U. ) ) + u I: (G

0 
(U. ) - n I: G

9 
(U . ) ) 

. JU . m . Jn . m 
J l J l 

- 1 -1 -1 
+2n I:(H(U. )-u I:H(U. ))(G

9
(U. )-n I:G

9
(U. )). 

. Jn . m 3n m 
J l 

Die eerste term is duidelik die steekpr oef variansie van 'u steekproef van 
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grootte n uit 'n N (0, 1 )verdeling, en konvergeer dus byna seker na 1 as n ... co. 

Gestel dat: 

I -1 -1 2 I n ~ (G
8 

(U . ) - n z:: G
8 

(U. ) ) - 1
1 

(8 ) 
. Jn . lil 
J l 

= o (1) as n + co, 
p 

(9. 2. 3) 

ln-
1

~(G(U . )-n-
1

r:H(U . ))(G
8

(U. )-n-
1

r:G
8

(U. ))-1
2

(8)1 = o (l )asn-+ co, 
. Jn . m Jn . m p 
J l l 

Soos hierbo sou ons vir 'n wye klas funksies verwag dat: 

1 - 2 
1
1 

(8) = (, (G
8 

(x) - G
8

) dx, 

- 1 
met G

8 
=, 

0 
J G

8 
(x)dx, en: 

= j l H(x)(Ge (x) - Ge)dx 

1 
= cf H (x)G

8 
(x)dx = I (8 ), 

- 1 waar H = f H(x)dx =- O. 
0 

1 

(9. 2. 4 ) 

(9, 2. 5) 

(9. 2. 6) 

Laat g{8) 0-= (1 + 1
1 

(8 ) + 21
2 

(8 ))2. lndien (9, 2. 1 ), (9, 2. 3 ) en (9. 2. 4) geld, 

volg dus dat: 

r ""' 1 + 1 (S ) + o (1) as n ~ co, 
n g(8) p 

Ons kry nou die volgende: 

Stelling 9. 1 ~ lndien (9. 2. 1 ), (9. 2. 3) en (9. 2. 4) geld dan word die benaderde helling van 
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0 
2n (1 - r ) - a gegee deur: 

n n 

_ 1 + 1(9) 
Cl (9 ) - 6 [ 1 - g (S ) ] • 

Bewys: Onder H het ons volgens stelling 8. 1 dat: 
0 

0 CXl -1 2 
D (2n (1 - r ) - a ) -+ D ( I: m ff - 1)) as n ... o:i. 

n n m =3 m 

Dit is duidelik dat stelling 5. 1 hier van toepassing is met d °" 3/ 2, d. w. s. 

a =- 3. Aangesien n-
1

a
0 = o(l) as n -► o:i (s ien die bewys van stelling 8" 1) volg uit 
n 

die bespreking hier bo dat kondisie SIIl van paragraaf 5. 1 bevredig word m et : 

Die stelling volg nou direk uit die f eit dat c
1 

(9) = a . b (9 ). 

Opmerking: Hierdie stelling gee ons die vorm van die benaderde hell ing c
1 

(9) 

onder re.delik eenvoudige kondisies. Ons sou dus verwag dat die stelling van toe= 

passing is op 'n redelike wye klas funks ies G
9

• 

Beskou vervolgens die statistiek w2 (X , s ) = w2 
(se ), 

n n n n 

Ons het onder H
1 

dat: 

- 1 n -1 n 
X = n I: X . = n I: G (U . ). 

n . l Jll . l 9 Jn 
J= J= 

Gestel dat ~ 

IX n - 1
3 

(9 ) I = op (1) as n + o:i, 

met I 13 (6) I < o:i. Soos tevore sou ons vir 'n wye klas funksies verwag dat: 

- J 1 1
3 

(9) -
0 

G
9 

(x)dx. 

Gestel nou dat : 

- 1 2 1 2 
n W = J (F

9 
(g (9 )H (x) + 1

3 
(9 )) - x) dx + o (1) as n .... o:i, 

n o p 

(9. 2, 7) 

(9.2,8) 

(9. 2. 9 ) 
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met g(8) soos hierbo. 

Opmerking: Uit die feit dat s~p I G~(x) - F 
8 

(x)I == o(l) as n _,. cxi, met waar skynlikheid 

1 onder H
1

, en uit (9. 2. 3 ), (9. 2. 4) en (9. 2. 7) volg dat hier die 'n redelike aanname 

is om te maak. 

Hierdie aannames stel ons in staat om die volgende te bewys : 

Stelling 9. 2: Indien (9. 2. 3 ), (9. 2. 4) en (9. 2. 9) geld, dan wor d die benaderde hel = 

ling van w2 
gegee deur: 

n 
1 2 

c
2

(8 ) = 54 ,466 
0

J (F
8

(g(8)H(x) + 1
3

(8 )) - x ) dx, 

Bewys: Uit (9. 2. 9) volg direk dat kondisie Slll van pa ragraaf 5. 1 bevredig word met: 

1 2 
b (8) = 

0
; (F

8
(g(8)H(x) + 1

3
(8))- x ) dx. 

Kac , Kiefer en Wolfowitz (19 55 ) het ook aangetoon dat : 

m ax 
p1 = k > 1 pk = 0, 01836. 

Uit (9. 1. 2) en stelling 5. 1 volg dus dat d = ½P
1 

en a = 1/ p
1 

= 54, 466. 

D i e stelling volg nou direk. 

Opmerking: Stell ings 9. 1 en 9, 2 stel ons dus in staat om 2n (1 - r ) en w2 t? o. v. 
n n 

benaderde hellings met mekaar te vergelyk. In hoofstuk 5 het ons ges ien da t ons 

• C (8 ) 
~

1:r1
0 

c 
1 

(
8

) kan gebruik om die twee statistieke te vergelyk. Ons gee vervolgens 'n 
2 

stelling wat die waarde van hierdie limiet onder s ekere voorwaardes gee. 

Laat g(8) soos hierbo wees, en beskou die volgende kondis ies : 

(HSl) (9. 2. 1 ), (9. 2. 3 ), (9. 2, 4) en (9. 2. 9) ge ld, d. w. s . c
1 

(8 ) en c 
2 

(9) wor d gegee 

deur die uitdrukkings in stellings 9. 1 en 9. 2 respektiewelik. 
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(HS2) 1(8) = o(l) en I.(8) = 0(1) as 8 -+ 0, vir i = 1, 2, 3. 
1 

(HS3) l' (0) = lim l' (8 ) 
8 "4- O 

l" (0) = ~i_:r1 a1'' (8) 

lim 
l'. (0) =

8 
0 l'.(8), i = 1, 2, 3 

1 ->- 1 

1· 
l" (0) = im l " (8 ) i = 1 2 

i 8 -.- 0 i ' ' 

waar ons aanneem dat al die af geleides en limiete bestaan. 

(HS4) F 
8 

het ~~ digtheidsfunksie f
8

, d. w. s . F8 (x) = f
8 

(x), en: 

F 8 (y) - I 3 (8 ) - 1 

lim 1 ~ ( g (8 ) Ty 2 F 8 (y) - 13 (9 ) dy 
8 .-,. O / ( 8 ) ¢ ( g(8) ) -1 

g(8 )f0 (F (y)) 

met beide lim iete eindig. 

Vooraf gee ons 'n resultaat wat ons in die volgende stelling sal gebruik: 

1 

Lemma 9. 1: Met g(8 ) = (1 + 1i (8) + 21
2 

(8 ))2 geld: 

g'(0 ) = ½(11 (0) + 212(0)) en: 

g" (0) = ½ (I'i (0) + 21'2 (0)) - 1/ 4(11 (0) + 212 (0))
2

• 

Bewys: Dit volg di r ek deur differensia sie. 

Ons kry nou die volgende: 

Stelling 9. 3: lndien (HSI) - (HS4) geld, dan is: 
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L = lim c1 (8) 
12 8 + 0 c

2 
(8 ) 

3[½(I" (0) + 21" (0)) - 1 / 4([' (0) + 21' (0))
2 

- l"(O)] 
1 2 1 2 =---------------------

54,466 /
1

¢ (H(y )/[G~(y)- 13(0)- ½([1 (0) + 212(0))H(y)]
2
dy 

Bewys: Volgens stelling 9. 1 geld: 

1 + I (8) 
c

1 
(8) == 6[1 - g(

8
) J ~ 6[g(8)- 1 - 1(8)] as 8 ~ 0, volgens (HS2). 

Pas ons nou !'Hospital se reel toe, dan volg dat: 

lim cl (9) = 
6 

lim g(8)- 1 - 1(8) 
8 _,_ O 

8 
2 9 ... O 

8 
2 

= 
3 

lim g' (8 ) - l ' (8) 
8·+ O 8 

= 3 lim (g" (8 ) - 1"(8)) 
8 . O 

= 3 (g'' (0) - 111 (0)) 

= 3[½ (1 11 (0) + 21 12 (0 )) - 1 / 4([1 (0) + 212 (O)/ - l" (O)], 

volgens lemma 9. 1. 

Voor ts geld volgens stelling 9. 2 dat: 

1 2 
c

2 
(8) = 54,466 6 [F 

8 
(g(8 )H(x) + 1

3 
(8 )) - x] dx. 

Stel: y = F 
8 

(g(8 )H(x ) + 1
3 

(8 )) 

... dy as 8 ~ 0 . 

P as ons !'Hospital se reel toe, dan volg dat: 
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- 1 
F (y ) - I (8 ) 

8 3 
qi( g (8) )-y 

0 

Met behulp van l emma 9. 1 volg dus: 

Die s telling volg nou direk uit die feit dat : 

Opmer king~ Beskou die spesiale geval waar G
8 

(x) =: 8G(x ), vir een of ander funks ie 

G. Ge stel ook dat 1(8 ), \ (8 ), 1
2 

(0 ) en r
3 

(8 ) wor d respek.tiewelik gegee deur (9. 2. 2 ), 

(9, 2. 5 ),. (9, 2. 6 ) en (9. 2. 8 ). In hier die geval is dus : 

Ook is: 

G' (x ) = G(x ) 
0 

I (0 ) -= 0 J 1H (x )G (x )dx ( = I
2 

(0 )) 

1 -
l ' (0) = J H(x)G (x )dx = HG (se), en l " (0) = O. 

0 

2 1 -2 - 1 
I
1

(8) = 0 J (G(x ) - G) dx m et G = J G (x)dx 
0 0 

: . 11 (0 ) -=c O en : 

111 (0) = 2 /
1 

(G(x) - a}dx = 2S
2 

(G) . (se), 

Ten slotte is : 
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Stelling 9. 3 reduseer dus in hierdie geval na: 

3[S
2 

(G) - (HG)
2

] -- ----~_..__.__~------------
54, 466 J1 

¢(H(y))
2
[G(y ) - G- (HG)H(y )]

2
dy 

(9 0 2. 10) 

In die voorbeelde wat volg sal ons uitsluitlik van hierdie vorm van stelling 

9. 3 gebr uik maak. 

Voorbeelde: Ons beskou vervolgens 'n aantal voorbeelde waar stelling 9. 3 van toe= 

passing iso Die ver ifikasie van die kondisies van stelling 9. 3 volg maklik en ons 

sal dit nie hier bespreek nie. 

- 1 3 3 
(i ) Laat Hl : Fe == H + SH ' d. w. s . G(x) = H(x) • Dit is duidelik dat Fe 'n distri= 

busiefunks ie is wat meer gewig op die stert plaas as g,, 

In hierdie geval is 

-
G = O, sodat: 

2 1 2 1 6 
S (G) = l G(x) dx = J H(x) dx "'' 15, 

0 0 

- 1 4 
en HG = J H(x) dx = 3. 

0 

Die t 11 r van (9, 2. 10) wor d: 

2 
3 (15 - (3 ) ) = 18. 

Die integraal in die noemer van (9. 2. 10) word: 

1
1 

¢(H (x ))
2

(H (x>3 - 3H(x))
2
dx 

0 

1 2 6 4 2 = J ¢(H (x)) (H(x ) - 6H(x) + 9H(x) )dx 
0 

006 3 00 4 3 00 2 3 -· _ J y ¢ (y) dy - 6 _ J y ¢ (y) dy + 9 _ ! y ¢ (y ) dy 
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=:: 091429 

. (1 ) 18 
L12 == 54,466 (0, 1429) = 2 ' 3127 

2n (l - r ) is in hier die geval beter as w2
, 

n n 

(ii) Laat : H
1

: F;
1 

= H + eH
5

, d. w. s. G(x) = H(x )
5

• Hierdie alternatiewes plaas 

nog meer gewig op die sterte as die in (i). Soos by (i) volg dat: 

L(2 ) = 6 9362 (> L(l)) 
12 ' 12 • 

-1 
(iii ) As 'n der de voorbeeld beskou ons H

1 
: F 

8 
(x) = H(x) + 8 (!- - x), d. w. s . 

G(x) = ½ - x. Hierdie alternatiewes plaas weer meer gewig in die middel as ~-

Ons het weer da t G = 0 en: 

2 1 2 1 
S (G) = d (½- - x) dx == 

12 
• 

Werk ons HG numeri.es uit, dan wor d die teller van (9, 2. 10): 

3 (0, 083333 - (0, 282>2) 

= 0, 011427, 

Die integraal in die noemer van (9. 2. 10) wor d deur numeriese integrasi e 

gevmd a s : 

r1 
¢(H (x)/[ (!- - x) + (0, 282 )H(x)]

2
dx 

0 

= 0, 0001 626 

L(3) = 0,011427 l 9 3 L(l)) 
. 12 54, 466 (0, 0001626 ) = ' 2 

O (< 12 • 

Ook in h ierdie geval vaar 2n(l - r ) nog beter as w2
• 

n n 

(iv ) As 'n antler tipe alternatief, laat: 

-1 
H

1 
: Fe == H + 8 G, met: 
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(0 . > 1 
G(x) = v1r x_ 2 

3 . 
(H(x) vir x ~ ½ 

Hierdie alternatiewes verskil van <P deurdat hulle nie simmetries is n ie, 

maar skeef. 

Ons het dat: 

- 1. 3 o 3 
G = f 2 H(x) dx = f x ¢(x)dx 

0 -0:, 

= - 2//"2rr 

= 15/2 - 2/rr = 6, 863380. 

Ook is : 

HG = f ½ H (x / dx = 3 /2 = 1, 5. 
0 

Die teller van (9. 2. 10) word: 3(6, 863380 - (1, 5)
2

) 

= 13, 840140. 

Die integraal in die noemer van (9. 2. 10) word: 

0 
J½ ¢(H{x))

2
[H{x)

3 
+ 2//"2rr- 1, 5H(x)]

2
dx + / ¢ (H(x))

2
[2//"2rr- 1, 5 H(x)]

2
dx 

1 
2 

1 l 
1. 2 6 2 2 2 2 2 

=- J 2 ¢(H {x)) H(x) dx + 4/2n f ¢(H(x)) dx + 2, 25 1 ¢(H(x)) H(x) dx 
0 0 0 

1 1 1 
2 2 3 2 2 4 2 2 

+ 4//"2rr f ¢(H(x)) H(x) dx - 3 f ¢(H(x)) H(x) dx - 6//"2rr f ¢{H(x)) H(x)dx 
0 0 0 

1 2 1 2 2 1 2 
+ 4/2n f ¢(H(x)) dx + 2, 25 f ¢(H(x)) H(x ) dx - 6 //"2rr J ¢(H(x)) H(x)dx 

1 1 1 
2 2 2 

1 
2 2 6 .1 2 1 2 2 

=, 

0
f ¢(H(x)) H(x) dx +. 4/2n 

0
.r ¢(H (x)) dx + 2, 25 

0
J ¢(H(x)) H(x ) dx 
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1 1 

+ 4/211 !
2 

¢(H(x))
2

H(x>3ax - 3 f 
2 

¢(H(x))
2

H(x)
4
dx 

0 0 

= 0, 099296 

~) _ 13,840140 
L12 -· 54,466 (0, 099296) 

= 2,5591 (>1), 

sodat 2n(l - r ) in hierdie geval beter is as w2
. 

n n 

(v) Laat ten slotte: 

-1 
H

1 
: Fe = H + 8G, met: 

G(x) = ( 0 vir x ~ ½ 
(H(x) vir x < ½, 

Hierdie alternatiewes is minder skeef as die in (v ), maar ook nie simmetries nie. 

Gaan ons nou soos hierbo te werk, dan volgg 

(5) 
L

12 
= O, 9276 ( < 1), 

sodat w2 
in hierdie geval beter vaar as 2n (1 - r ). 

n n 

Opmerking: Alhoewel hierdie voorbeelde nie in die algem een iets bewys nie, wil 

dit tog voorkom of ons die volgende kan konkludeer: 

(i) Hoe platter die alternatiewe verdelings, hoe beter vaar 2n(l - r ) teen w2
• 

n n 

(ii ) Hoe skewer die alternatiewe verdelings, hoe beter vaar 2n(l - r ) teen w2
• 

n n 
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9. 3 DIE ASIMPTOTIESE VERDELING VAN 2n(l - r ) ONDER ALTERNATIEWE 
n 

HIPOTESES 

Beskou die alternatiewe hipoteses : H
1 

: F-nl = H + n -½ G waar G 'n 
n' n 

funksie op (0, 1) is wat so gekies moet word dat F 'n distribusiefunksie is. 
n 

Ons sal in hierdie paragraaf die asimptotiese ver deling van 2n(l - r n) onder H
1 

vind. In die volgende paragraaf pas ons dit dan toe op 'n bepaalde keuse van G • 
n 

Nou, onder H
1 

is : 

-1 
X . = F (U. ) 

Jn n Jn 

1 

= H (U . ) + n- 2 G (U. ). 
Jil n Jn 

Onder H
1 

word die teller van rn dus : 

- 1 -1 -3 / 2 
n I:X. H. = n i:H . H(U . ) + n i:H . G (U . ). 

j Jn Jil j Jn Jil j Jn n Jn 

P as ons 'n Taylor ontwikkeling toe op H(U . ) en G (U . ) dan is: 
Jn n Jil 

H(U . ) = H. + V. H~ + 1 / 2V~ H"(U ~ ) en G (U . ) == G (j/n+l) + V. G' (U :f'* ) 
Jn Jn Jil Jn Jn Jil n Jn n Jn n Jil 

met U": en U ;i'* tussen U . en j/n+l. (Ons neem aan dat G minstens 'n eerste 
] Il Jil Jn n 

or de afgeleide besit. ) Met behulp van hierdie ontwikkelings word die teller van r dus : 
n 

n-l I: H~ + n- 1i:V. H. H'. + n- 3/ 2r; H. G (j / n+l) + ½n- 1I:V~ H. H"(U ~ ) 
. Jil . Jil Jn Jn . Jn n . Jn Jil Jil 
J J J J 

+ n-
3

/
2

I: V. H. 0' (U :"* ) 
. Jil Jil n Jn 
J 

2 - 1 -3/2 
= t + n i: V. H. H'. + n i: H. G (j/n+l) + R , 

n . Jil Jn Jn . Jn n ln 
J J 

2 - 1 2 
met t = n I: H . soos tevore, en 

n . Jn 
J 

R = l.n-l I: -; H. H"(U * ) + n- 3 / 2 I:V . H . G1 (U '!* ), 
ln 2 

• Jil Jn jn . Jn Jil n Jil 
J J 
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Voorts het ons onder H
1 

dat: 

n - l EX~ = n- l E [ H (U . ) + n- 112 G (U . )] 2 

j Jll j Jll ll Jll 

= n-l E [ H . + V. H'. + n-l/2G G/n+l) + 1 / 2 V~ H"(U ~ ) + n-l/
2

V. G1 (U :1<*)]
2 

j Jll Jll Jll n Jll Jll Jll n Jll 

= n-l EH~ + n-l EV~ h . + 2n-l EV. H. H'. + 2n- 312 E V. H'. G (j/n+l) 
. Jll . Jll Jll . Jll Jll Jll . Jll Jll ll 
J J J J 

-1 2 -3/ 2 
+ n E G (j / n+l) + 2n E H. G (j/n+l) + R 

. n . Jn n 2n 
J J 

2 -1 -1 -1 = t + n Q + 2w + 2P + n d + n b + R 
n n n n n n 2n 

waar: 

Q = Q (h) =E V~ h. , soos tevore, 
n n j Jn Jn 

-1 
w = n E V. H . H'. , soos in paragr aaf 7. 2 , 

ll . Jll Jll Jll 
J 

P = n- 312 E V. H'. G (j / n+l), 
n . Jll Jll n 

J 

d = n- l E G2 (j / n+l), 
n . n 

J 

b = 2n-l / 2 E H. G (j/n+l), en: 
n . Jn n 

J 

R = 2R + n-l EV~ H'. H"(U ~ ) + 2n- 312 E V~ H'. G' (U :"*) + n-
3

/
2

EV~ G (j/n+l)H" (U :i< ) 
2n ln . Jll ]Il Jll . Jil Jll n Jil J. Jil n Jll 

J J 

+ 2n-
2 

E V. G (j / n+l)G' (U :i<>fc) + 1/4 n-l EV: H"(U ~ )
2 

+ n-
2 

E ~ G' (U :i'* / . 
. Jil n n Jll . Jil . Jll . Jll n Jll 

Ook i s : 

J J J 

-1 
X = n E X . 

ll . Jll 
J 

- 1 -1 / 2 
= n E (H(U . ) + n G (U. )) 

j 
Jil Il Jll 
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= n-
1

E(H. + V. H'. + n-l/
2

G (j/n+l) + l/2~ H"(U >i; )+n- 112v. G•(U ~* )) 
. Jn Jn Jn n Jil Jil Jil n Jil 
J 

-1 -3/2 
= n r; V . H'. + n I: G (j/n+l) + R 

. Jn Jil . n 3n 
J J 

-1 2 -3/2 
waar~ R = 1 / 2 n EV. H"(U >i; ) + n E V. G (U :"* ). 

3n . 3n Jil . Jil n Jil 
J J 

Onder H
1 

vind ons dus dat; 

22 2 22 1 2 
st (1- r ) = st - (n- I:X. H . ) 
n n n n n . Jn Jil 

J 

2 2 - 1 -1 - 1 1 3 / 2 = t [t + n Q + 2w + 2P + n d + n b + R - (n- I: V. H'. + n- I: G (j/n+l) 
n n n n n n n 2n Jil Jil . n 

j J 

2 2 -1 2 
+ R ) ] - [ t + w + ½n b + R ] 

3n n n n ln 

= n- l t 2 K + (2t2 P - 2t~ n- l / Z G (n-l I:V. H'. ) - 2n- 112 (HG )w ) 
n n n n n . Jil Jn n n 

J 

+ (n-
1t2a - n- 1t

2 (G >2 - n-
1

(HG >2> + R 
nn n n n 4n 

- 1 2 -1 = n t (K + Lr ) + n C + R 
n n n n 5n 

waar K soos in paragraaf 7. 2 is, terwyl: 
n 

- - 1 
G = n I: G (j / n+l), 

n . n 
J 

- - 1 
HG = n E H. G (j/n+l), 

n . Jil n 
J 

Lr = 2n- l / Z EV. H'. G (j/n+l)- 2n- 112a I:V. H'. - 2n- 112 (HG )r;V . H . H'. 
n . Jil Jn n n . Jil Jil n . Jn Jil Jn 

J J J 

C = t2
d - t

2 (G >2 - (HG >2. 
n n n n n n 

Ten slotte is : 
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en 

2 2 2 
- R + w (t - 1) 

ln n n 

R = R + 2(t2 - l)n- l/2 (IIG )w. 
5n 4n n n n 

In paragr aaf 7. 2 het ons gesien datg 

2 - 1 o 
K = {n+l / S 

1
) {n+l ) r; c ... 

1 
Z .Z .• 

n n+ . . 1Jn-r- 1 J 
1, J 

Beskou nou die term Lr • P a s ons die tegniek an paragraaf 1. 3 daarop toe, dan 
n 

volg dab 
n+l 

Lr = (n+l / S 
1

)(n+lf 1 /
2 

r; d . l Z . 
n n+ i=l m+ 1 

m et g 
n 

d . = 2f+l/ /
2 

(n+l f 1 r; \jl. lm (IIlm' G (k/n+l) - G Hlm' - (IIGn)H1mH'1m). 
m +l n k=l 1 n n 

Hier uit volg dus datg 

2 2 2 2 2 - 1 o - 1 /2 
ns t (1 - r ) = t (n+l / S 1> [(n+l) r; c .. lz .z . + (n+l) r; d . lz . J + C + nR 

n n n n n+ tJn+ 1 J • m+ 1 n 6n 
i , j 1 

2 2 = t (n+l / S ) T + C + nR 
n n+l n+l n 6n 

-1 0 z _ -1/2 
m et T =: n r: c .. Z .. + n r;d , Z . 

ll . . lJll l J 1· lll 1 
1, J 

R = R
5 

+ n- l (n+l / S 
1

)(1 - Sn+l ) (n+lf 112 E d . 
1

z .• 
6n n n+ m+ 1 

n+l i 
- 1 

Laat nou y = m en b . = g (i /n+l), soos in hoofstuk 8. 
m unn m 

Stel ook~ 

1 - -
d (x) = 2 

0
J \jJ (x, y)H' (y)(G(y) - G - (IIG)H (y) )dy 

(9. 3. 1) 
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waar G so is dat G ... G as n + 00, terwyl - =- la(:l9{lx en HG = J)I (x)G(x)dx, 
n o o 

Laat ook: 

6 = J
1

d (x )g (x)dx, m -= 3, 4, • • • ~ t erwyl a
0 

soos in paragraaf 8. 3 
m o m n 

gedefinieer word. Beskou die volgende kondisies : 

(MSl) nR
6 

= o (1) a s n + oo. 
n P 

(MS2) C = C + o(l ), as n -.. oo, waar C 'n e indige konstante i s . 
n 

(MS3 ) As n ..,. oo geld dat : 
n 

(i ) n - l I: H . G (U . ) = 0 (1) 
j=l Jn n Jn p 

n n 
(ii ) n- l I: (G (U. ) - n-l I: G (U . ))

2 = 0 (1 ) 
. 

1 
n Jn 

1
. __ 

1 
n m p 

J= 

n n n 
-1 -1 -1 

(Ui) n I: (H(U . ) -n I: H (U. ))(G (U . )- n I: G (U . )) = 0 (1) • 
. _

1 
Jn . __ 

1 
m n Jn 

1
. ____ 

1 
n m p 

J- l ·- · 

(MS4) [d. } en [6 } voldoen aan kondisies (D2 ), (B61) en (DB61) van stelling 2. 4. 
m m 

Ons het dan die volgende: 

Stelling 9. 4: Indien H
1 

en kondis ies (MSl ), (MS2), (MS3) en (MS4) geld, dan sal: 
00 00 

o - 1 2 
D (2n (1 - r ) - a ) -+ D ( I: m (Y - 1) + I: 6 Y + C) as n➔ oo. 

n n m =3 m m =3 m m 

Bewys: Uit (9. 3. 1) E:n kondis ies (MSl ) en (MS2) volg dat : 

2 2 2 2 2 
ns t (1 - r ) :.::: t (n+l / S 

1
) T l + C + o (1) 

n n n n n+ n+ p 

22 2 o 2 2 o o 2 2 
ns t (1 - r ) - a = t (n-• 1 / S ) (T - a ) + C + a (t (n+ 1 /S ) - 1) + o (1 ), 

n n n n n n+l n+l n n n n+l p 

a s n • oo, 
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Uit die bewys van stelling 8. 1 weet ons dat : 

o 2 2 
a (t (n+l / S 

1
) - 1) = o (1) as n --- ex,. 

n n n+ p 

22 2 2 2 o 
ns t (1 - r ) = t (n+l / S 

1
) (T 

1 
- a ) + C + o (1). 

n n n n n+ n+ n p 

Met behulp van paragraaf 8. 3 en (MS4 ) volg uit stelling 2. 4 dat: 

0 co - 1 2 co 
D (T 

1 
- a }-+ D ( I: m (Y - 1) + I: o Y ) a s n ·• ex,. 

n+ n m=3 m m =3 m m 

Dit volg dus direk uit (9. 3. 2 ) dat: 
ex, ex, 

2 2 2 o -1 2 
D (ns t (1 - r ) - a )-+ D ( I: m (Y - 1 ) + I: o Y + C) as n ex,. 

n n n n m =3 m m =S m m 
(9. 3, 3) 

Voorts het ons dat: 

22 2 o 22 2 o o 22 
ns t (1 - r ) - a = s t (n(l - r ) - a ) + a (s t - 1). 

nn n n nn n n n nn 

Nou het ons dat : 

2 -1 - 2 s = n I: (X . - X ) 
n j Jn n 

= n-1 I: (H(U . ) - n-1/2G (U . ) - n- 1 I:H (U . ) - n- 3/2 I: G (U . ))2 
. Jn n Jn . m n m 
J 1 i 

-1 - 1 2 - 2 - 1 2 = n I: (H (U . ) - n I: H (U. ) ) + n I: (G (U . ) - n I: G (U . ) ) 
. Jn . m . n Jn . n m 
J 1 J 1 

+ 2n- 312
I:(H(U . ) - n- 1

I: H(lT . ))(G (U. ) - n- 1
I:G (U . )) 

. Jn . m n Jn . n m 
J 1 1 

2 - 1/2 = s + 0 (n ), volgens (MS3 ), 
on p 

2 - 1 - 1 2 
waar s =, n I: (H (U . ) - n I: H (U. ) ) , 

on Jil . m 
j 1 

d. w. s. s
2 

is die steekproef variansie van 'n steekpr oef van grootte n uit 'n 
on 

N (0, 1) ver deling. Volgens (8, 3. 4) is dus : 
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2 -1/2 
s = 1 + O (n ) as n ➔ a). 

on p 

2 -1/2 
:. s = 1 + O (n ) as n ➔ CX). 

n P 

2 - 1/2 
Maar t -' 1 + o(n ) as n ~ a,, sodat dus: 

n 

2 2 -1/2 
s t = 1 + 0 (n ) a s n -+ CX>, 
nn p 

Ook is a 
O = 0 (log n) sodat volg dat: . 
n 
o 2 2 

a (s t - 1) = o (1) as n ➔ CX). 

n n n p 

. 22 2 o 22 2 o 
ns t (1 - r ) - a = s t (n (1 - r ) - a ) as n + a,, 

nn n n nn n n 

Hierdie tesame met (9. 3. 3) lewer dan: 
CX) CX) 

2 o -1 2 
D (n (1 - r ) - a ) . D ( I: m (Y - 1) + I: o Y + C) as n ➔ CX). 

n n m =3 m m =3 m m 

(9. 3. 4) 

(9, 3. 5) 

Hieruit volg dat n (1 - r )(1 + r ) - a 
O 

'n as imptotiese verdeling het, sodat 
n n n 

dus: 

1 / 2 n (1 - r )(1 + r ) = o (1) as n ... CX) • 

_
1 

n n p 
n I:X . H . 

, ]Il ]Il 

Nou is: r = -----
n s t 

nn 

(9. 3. 6 ) 

-1 - 1 .., -3/2 
en n I:X. H. == n I: H. H(U. ) + n I:H . G (U. ) 

, ]Il ]Il , Jll Jil , ]Il n Jil 
J J J 

-1 -1/2 
= n ~ H. H(U. ) + 0 (n ), volgens (MS3)(i). 

. Jil Jil p 
J 

Met behulp van opmerking (i) van paragraaf 7. 1 volg dat: 

D((2nl (n 1 ~ H. H(U . ) - 1)) ➔ N(O, 1) as n ... a,, 
, ]Il Jil 
J 

n- l ~ H . H (U. ) = 1 + 0 (n- l / 2 ) 
j Jil Jil p 

-1 -1/2 
• n I: H . X . = 1 + 0 (n ) as n '7 a,, 

j Jll ]Il p 
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Hierdie tesame met (9. 3. 4) lewer dus : 

-1/2 
r = 1 + O (n ) as n + 00. 

n P 

U it (9. 3. 6) volg dus dat: 

1/2 
n (1 - r ) = o (1) as n -+ 00 

n P 

2 
n (1 - r ) = o (1 ) as n + 00. 

n p 

Maar nou is: 

2n(l - r )­
n 

o 2 o 2 
a = n(l- r )- a + n(l- r ) 
n n n n 

2 o = n(l - r ) - a + o (1). 
n n p 

Uit (9. 3. 5) volg dus : 
00 

0 -1 2 00 

D(2n(l - r ) - a ) · ➔ D( E m (Y - 1) + I: 6 Y + C) as n+ 00. 

n n m =3 m m =3 m m 

Dit voltooi die bewys. 

Opmerking: Deur nou die karakteristieke f unksie van die asimptotiese verdeling 

om te keer kan ons dus in beginsel di e asimptotiese mag van 2n(l - r ) - a
0 

binne 
n n 

seker e klasse van alternati ewes vind. In die volgende paragraaf sal ons dit doen 

vir 'n bepaalde keuse van G • 
n 

9. 4 TOEPASSING OP 'N BEPAALDE KEUSE VAN G 
n 

As toepassing van die teorie van die vorige paragraaf beskou ons die geval 

3 -1 -1/2 3 
waar G = H d. w. s . : H

1 
: F = H + n H • Soos ons reeds gesien het, het F 

n n n 

'n platter verdeling as 4>. Ons toon nou aan dat stelling 9. 4 op hierdie geval van toe= 

passing is. 

Vir die verifikasie van (MSl) moet ons aantoon dat nR
6 

= o (1 ). Om aan te 
n P 

toon dat nR
5 

= o (1) volg maklik met die tegnieke tot dusver ontwikkel. (Sien bvo 
n p 
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paragraaf 3. 3 en paragraaf 7. 2. ) Nou is : 

n+l _.!. 
nR = nR + (n+l / S )(1 - S )(n + 1) 2 I: d. 

1
z .. 

6n 5n n+ 1 
1 

. m+ 1 
n+ l 

Ons het dat: 
n 

d . = 2f-+l //
2 

(n + 1)-l I: * · (H' H
3 

- (HGn)Hkn' Hkn). 
m +l n k=l 1kn kn kn 

Volgens lemma 3. 4 s al: 

- 1 4 1 4 
HG = n I; Hkn .... J H(x) dx = 3, a sn + oo, 

n k o 

Voorts het ons dat: 

Nou volg soos in paragra af 8. 2. 1 dat: 

- 1 2 1 1 3 2 
(n+l) ~ dinTl ~ 4 6 ~/ * (x, y)(H'(y)H(y) - 3H' (y)H(y))dy) dx as n _,. oo, 

l 

.::: I (se). 

Ons het volgens paragra.af 4. 1 dat: 

. 1 1,1, \ r, d 2 I= 4 J ( f 'f (x, y)H'(y113 g
3

(y) y) dx 
0 0 

1 1 2 
=-: 12 f ( f * (x, y )H' (y)g

3
(y)dy) dx 

0 0 

= 12 
0

/ (- 1//4 g
4 

(x))
2
dx 

1 2 
= 3 i g

4 
(x) dx = 3 . 

. -1 2 
(n+l) Ed. 

1
+ 3asn + oo• 

m+ 
i 

Voorts het ons dat: 

(9. 3. 7) 

n- 1 / 2 ~ax la. I< 0(1) (n+lf3 / 2 m~ EI *- IH' IH3 - (HGn )Hknl 
1 ~ 1 ~ n m+l - 1 k 1kn kn kn 
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~ O(l )(I H
3
1 

l ·~(HG) IH
1 

j )(n+l )-
3

/
2

m ~ ~l ,ir. knjH!. 
n n n 1 k L -7m 

Uit die bewys van lemma 6. 1 volg direk dat : 

1 
m<~x (nHf 3/ 2 ~ I ,ir.knl H! == o(n-6 ), 6 < 1 / 2. 
_ 1 ~ n k 1 -lm 

Hier uit vol g dan dat g 

- 1 / 2 max Id I n = o (1 ) as n • o:,. 
1 < i <n in+l 

U it (9. 3. 7), (9. 3. 8 ) en lemma a l volg dan: 

D(n- l / 2 ~ d. Z. ) - N (O, 3) a s n -+ o:, 

. lil l 
l 

- 1/ 2 
:. n r; d . Z . = 0 (1 ) as n o:, • 

. lll l p 
l 

Maar n+l / S = 1 + o (1) a s n ..... o:,. 
n+l p 

(n+l / Sn +l)(l - sn+l )(n+l )-
112 

r: d . lz . =0 o (1 ) 
. lll t- l p 

n-t l l 

:. nR
6 

·= o {l ) a s n • o:,. 
n p 

Kondis ie (MSl) geld dus, 

Voorts het ons dat~ 

2 - 2 
C =, t d - (HG ) • 

n n n n 

(9. 3. 8 ) 

Ons he:t reeds hierbo ges ien dat HG ..... 3 a s n -~ o:,. Uit lemma 3. 4 volg ook direk dat: 
n 

-1 6 l 6 
d = n I: H . ~ H (x ) dx = 15 a s n + o:, 
n . Jn o 

J 
2 

C ~ 15 - 3 = 6 as n - o:,. 
n 

Kondis ie (MS2) geld dus met C = 6. 

Vir die bewys van kondis ie (MS3) volg maklik dat: 
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3 -1 4 
i:H . H(U. ) = n I: H. + o (1) 
. ] Il Jil . )Il p 
J J 

= J\i (x/dx + o (1) 
0 p 

= 3 + o (1). 
p 

- 1 3 -1 32 
(ii) n i: (H (U . ) - n z: H (U . ) ) 

j 3n i m 

- 1 3 -1 3 2 = n z: (H . - n z: H. ) + o (1) 
. Jn . m p 
J 1 

- 1 6 = n i:: H . + o (1) 
. Jil p 
J 

1 6 = f H(x ) dx + o (1) 
0 p 

= 15 + o (1 ), as n _,,_ co, 
p 

- 1 - 1 3 - 1 3 
(iii) n ~ (H (U . ) - n z: H (U. ) ) (H (U. ) - n ~ H (U . ) ) 

j ] Il i m Jn i m 

- 1 - 1 3 - 1 3 = n ~ (H . - n ~ H. )(H. - n z: H . ) + o (1) 
. Jn . m Jn . m p 
J 1 l 

Kondisie (MS3) geld dus. 

= 3 + o (1) as n -~ co. 
p 

Ten slotte moet ons kondisie (MS4) verifieer. Hiervoor moet ons eers die 

getalle [6 } bep aal, Nou i s, volgens paragraaf 4. 1: 
m 

d (x) = 2 J 
1$ (x, y)H ' (y)(H(y/ - 3H(y))dy 

0 

1 = 2,/3 / $ (x, y)H' (y)g
3 

(y)dy 

= 2/3 (- 1 //4 g
4 

(x)) 

= -/3 g
4 

(x) 
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1 
' 5 = f d (x)g (x)dx 

m o m 

1 = -J3 J g
4 

(x )g (x )dx. 
o m 

Uit die ortonor maliteit van [g (x)} volg dus dat: 
m 

5 = [ -J3 vir m = 4 
m 

k 
[ 0 vir m 'f 4 

n 
a-*= ~ Io I n 

m =3 
m 

= [ o vir k < 4 
n 

[J3 vir k > 4. n-

l.'"it paragraaf 4. 4 volg dus direk dat (Bt,1) bevredig word. Uit die bespreking 

h ierbo volg ook dat: 

1 2 2 
00 

2 
n r; d . 3 = 5 = I: 5 as n • • co, 

i in 4 m =3 m 

sodat kondis ie (D2 ) geld. Vir kondisie (DBt,1 ) moet ons aantoon dat: 

max I -1 I 
3 k 

n r; d. b . - 5 = o(l) as n >- oo 
< m < . m 1mn m 
- - n 1 

d. w.s. ln-1
i:d. b.4n+J3j = o(l) 
. lil 1 
1 

max 
en [3 < m < k } 

- - n 
[ m I 4} 

ln- l I: d. b. I == o(l)as n -~ 00• 

. m 1mn 
1 

Die bewyse hiervan volg analoog aan die bewys in paragraaf 8. 2. 2 en ons s al 

dit nie hi r herhaal nie. Kondisie (MS4) geld dus. 

Uit stelling 9. 4 konkludeer ons dan die volgende: 
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Stelling 9. 5: Indien H
1 

: F ~ 1 
== H + n- l 12H

3 
waar is, dan geld dat : 

00 

o - 1 2 
D (2n (1 - r ) - a ) .. D ( I: m (Y - 1 ) - /"3 Y + 6 ) a s n .. oo. 

n n m =3 m 4 

Ons bepa al nou die a s imptotiese m a g van 2n (1 - r ) - a 
O 

in d ie geval van 
n n 

00 - 1 2 
bostaande alternat iewes. Laat Y = I: m (Y - 1 ) - /"3 Y 

4 
+ 6, en gestel Y 

m ==3 m i9 (t) 

het distribusiefunks ie F 
3 

en kar akteristieke funks ie cp
3 

(t) = r 
3 

(t )e 
3 

• 
00 

- 1 2 
• cp

3
(t ) = E exp[ it ( I: m (Ym - 1)- /"3 Y 

4 
+ 6)] 

m =3 

6
i.t 00 itm- l (Y~-1) it (l / 4(Y!- 1) - /"3Y

4
) 

= e TI E e E e 
m =3 

m/4 

6l
·t . / itm-

1
Y

2 
it (l/4Y!- /"3Y 4 ) ·t / 4 -1t m Ee mEe . e- 1 = e TI e 

mt,4 

6"t 1/ 2 it(l /4Y! - /"3 y 4) 
== e 

1 
cp (t)(l - it / 2 ) Ee , waar cp (t ) soos in paragraaf 

0 0 

8. 4 is . 

Ons het dat : 

it (1/ 4Y
4
2 

- /"3 Y
4

) 2 2 
1 f 00 it (1/4y ·- /"3 y) - 1 / 2y d 

Ee - 12n _ 00 e e y 

1 --· -
/"2n 

Joo e-1/2y
2

(1- it / 2)- /"3 itydy 
- 00 

. /"3 it 2 
1 00 - 1 / 2(1-1t / 2 )(y + 1- it / 2) 

:::, - J e 
/"2n oo 

- 2 (l-it/2 ) d 
e Y 

3t
2 

2- it :::, e 

Ons vind dus <la t : 
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3t
2 

cp (t ) = e6it cp (t) e 2-it 
3 o 6t2 3it3 

6it 4+t
2 

4+t
2 

= e cp (t)e e 
0 

sodat dus : 

3 
en 8 

3 
(t ) --= 8 

0 
(t) -

3
t 

2 
+ 6t. 

4-+-t 

Uit paragr aaf 8. 4 volg dus dat : 

6t
2 

r3 (t ) = r(t)(l + 4t2 )-1 / \1 + t2 f 1/4e- 4+t2 en 

-1 -1 
e (t) = e (t) _ tan 2t + tan t 

3 2 
3t

3 
15t - -- + -

4+t2 2 

m t r (t) en 8 (t) soos in paragraaf 4. 8. 

Dit volg dus dat : 

1 co r 3(t) 

3 
(y) - F 

3 
(o ) == n 

O
f -t- (sin 0

3 
(t) + sin(ty - 0

3 
(t ))dy. 

Hier uit kan ons nou vir F 
3 

(y) vind. Indien ons F 
3 

(y) het kan ons dus die 

asimptotiese m a g vind, en dit word in die volgende tabel gegee, by verskillende 

ke us es van a., d ie gr ootte van die toets . 

T'ABEL 9. 4. 1 ASIMPTOTIESE MAG VAN 2n(l - r ) - a 
0 

n n 

a. As imptotiese Mag 

0,20 1,0000 

0,15 1 , 0000 

0,10 1 , 0000 

0,05 0,9997 

0, 01 0, 9847 
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Hierdie magte kan ons nou gebruik om 2n (1 - r ), t. o. v. die bepaalde 
n 

alternatiewes beskou, te vergelyk met ander toetss tatistieke vir die samegestelde 

geval. 
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AANHANGSEL 

Ons stel en bewys hler 'n aantal resultate wat in die voorafgaande 

werk gebruik is. Laat weer {Zi} onafhanklike en identies verdeelde stogastiese 

2 
veranderlikes aandui met EZ

1 
=Oen EZ

1 
= 1. 

Lemma al. Laat {ain; i = 1, ... , n} reele getalle wees r1odat: 

-1 n 2 2 
(Al) n I: a -+ a as n -+ e0 

. 1 in 1= 

en 

Indien one stel: 
i n 

Y = n-2 I: a. z
1 n . 1 m 1= 

dan geld dat 

D(Y ) + 
n 

2 
N (0, cr ) as n -+ c:0, 

Bewys: Die karakteristieke funksie van Yn is: 
n 1 

E exp(itY ) = II E exp(itajnn-2 Zj). 
n j=l 

Vlr u reeel geld nou dat: 

exp(iu) = 1 + iu - ½u
2 

+ u
2

g(u) 

waar I g(u) I ~ 1; g(O) = 0 en g(u) kontinu is in u. 

Ons kan dus skryf: 

_.!. 1 2 2 -1 2 2 -1 2 -½ 
E exp(itajnn 2 Zj) = 1 -zt ajn n + Et ajn n Zj g(tajnn Zj) 

2 2 -1 = 1 - ½t a . n (1 - 2vj ) (se) 
Jn n 
. 2 -½ 

waar vjn == EZ j g(tajnn Zj). 
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Ons toon nou aan dat: 

m ax Iv I = o(l) a s n ➔ oo, 
lS: j :::n jn 

Laa.t 6 > 0, en vir enige versameling B laat: 

as x E B 
andersins. 

Dan geld dat : 

2 
E Z i1c1z l>A] = o(l) a s A 

1 

Kies A nou so groot dat: 

. 2 < 0 / 
EZ11[1z l>AJ 2· 

1 

Verder bestaan daar 'n ri (o ) > O sodat vir I u I < ri (6) sal I g(u) I < 6 /2. Vir vaste t 

volg uit (.\2) dat vir alle n gr oot genoeg, geld: 

1 

ln-·2 a. I <17(6)/Altl vir ltl :/0, virj = l, 2, •.• , n, endus: 
Jll 

1 

I[lz. l<A]g (ta. n- 2z.)::: 6/2 I[lz.l<A] 
3- Jil J 3-

1 I I 2 _ .1 I I _.1 2 2 
· vjn -: EZjg(tajnn 

2
Zj ) SEI[lzjl SA] g(ta jnn 

2
Zj lz j + EI[lzjl > A]z j 

< 6/2 EI[ I z.l < A] z~ + 6/2 ::: o/2 + 6/2 = o, vir alle n groot genoeg. 
J - J 

Ook i s log (l - x) == - x - x
2
h(x) waar lh (x) I ::: 1 vir Ix I ::: ½. 

Met x. :.:: ½t2 a 2J•n n-l (1 - v. ) volg dat Ix. I < ½, vir alle j, as n groot genoeg 
Jil Jll Jll -

n 
2 

:. t log(l - x . ) =- t x. - I: x. h(x. ). 
. l Jll . )Il . Jll Jll r= J J 

Nou is : 

I 2 I 2 4 4 - 2 4 max -½ 2 -1 2 
I: x. h(x . ) < I: x . < t ta. . n < t 

1 
< . < (n a . ) n I: a . 

j Jll Jll - j Jll - j Jll - J n Jll j Jll 
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= o(l ) as n + 00• 

. 1 2 -1 2 2 -1 
Ook is: I: x. ~ 2 t n ~a. - t n ~ a. v .. 

. Jll . Jil . Jll Jll 
] J J 

Die eerste term nader na ½t
2

a
2 

en die tweede term na nul. Die resultaat 

volg dus. 

Opmerking: Lemma al gee bloot kondisies waaronder 'n soort sentrale limiet= 

stelling geld. Uitbreiding hierva.."111 is die volgende: 

Lemma a 2: Laat [b. , i = 1, ... , n; m = 1, ... , M; n = 1, 2, ... } reele getalle 
1mn 

wees sodat : 

-1 n 
(Bl ) n I: b. b.kn + 6mk 

i :.c:l l mll l 

en, vir elke m geld dat: 

1 

(B2 ) n- 2 ma...x lb I == o(l ) as n 
1 < i < n imn 

i n 
LaatY = n- 2 ~ b . Zi 

mn i=l 1mn 

y = C 1 ' . .• ' YMn)'. - n n 

as n ➔ 00 

Dan geld dat DC£ ) ➔ N(O, I) , as n .... 00, met I die M x M eenheidsmatriks. 
-n 

Be:wys : 

Nou i s : 

Laat t
1

, t
2

, ••• , 

M 
D( ~ t Y ) 

m mn 
m =l 

tM reele getalle wees. Dit is voldoende om aan te toon dat: 

M 

+ N(O, ~ tktm6km). 
k,m::-:1 

M 1 n M 
~ t Y = n- 2 ~ ( I: t b. )Z . 

m mn . m 1mn 1 
m ==l 1=1 m=l 

sodat lemma a l met 
M 

a. = I: t b. 
m m=l m 1mn 

toegepas kan word, en die bewys volg. 
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Lemma a3g As x ➔ o:>, geld dat: 

-1 
1 - ~ (x) ~ x ¢ (x) 

en as x + - 00, geld dat: 

en 

Ons het ook dat: 

-1 
1 - ~ (x) < x ¢(x) vir x ~ 0 

Bewys: Sien bv. Feller (1968 ), bl. 175. 

Lemma a4: As n + 00 geld dat: 

n 
-1 -1 - 2 

~ m = log n + C + (2n) + 0 (n ) 
m ==l 

waar C Euler se konstante is. 

In die besonder kan ons dus se: 
n 

- 1 
~ m ~log n as n -+ o:>, 

m=l 
n 1 1 

Ook is ~ m- 2 ~ 2n2 as n -+ o:>, 

m=l 

Bewys: Sien bv. Cramer (1966 ), bl. 125 vir die bewys van die eerste deeL 

Vir die bewys van die tweede deel sien ons maklik uit 'n skets dat: 

en die resultaat volg. 

Die volgende twee lemmas was baie handig by die vasstelling van die tempo 

van konvergensie van Riemann somme na die ooreenkomstige Riemann integraal. 
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Lemma a5: Laat a
1

, a
2

, ... , ~ k punte wees sodat: 

geld dat: 

Bewys: 

a. l === a . + h, h > O, i === 1, •.• , k- 1. 
i+ 1 

Gestel g(x) is monotoon en Lebesgue integreerbaar op [ a
1
- ½h, ~+½h]. Dan 

~+h/2 k 

A = I J g(x)dx- h I: g(ai)I ~hlg(a
1 

- ½h) - g(~ +½h)I . 
a

1
-h/2 i=l 

Ons het dat: 

k a.+h/2 k 
A = I I: J_~

12
g(x)dx-hI:g(a.) I 

. 1 a . . 1 1 1= 1 1= 

k 
a.+h/2 

J 1 
= I z:: g(x)ax -

. 
1 

a.- h/2 
1::: 1 

k 
1
a/h / 2 k 

I: -h/ 2 g(a. )dx I ~ I: 
. 1 a. 1 • 1 1= 1 1::: 

a .+h / 2 
J 1 

a.-h/2 lg(x) - g(ai)ldx 
1 

wat die resultaat lewer . 

Gevolgt rekking: As spesiale geval van hierdie lemma kan ons die volgende doen: 

Kies : a. = i / 
1

, i = m, •.. , m+k-1 met 1 < m < m+k-1 < n 
l n+ - - -

. h = 1/ 
. . n+l 

m+k-½ 

J n+l 1 1 -11 ,m-- ,m+k-- I 
m- ½ g(x)dx I ~ (n+l) \~) - g\-n+l 2) • 

n+l 
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Dit is in hierdie vorm wat ons die lemma gebruik het. 

Indien ons nie monotonisiteit wil aanneem nie , kry ons die volgende: 

Lemma a 6: Laat a
1

, ... , ~ k punte wees sodat: 

a. 
1 

== a. + h 
1+ 1 

h>0, i = l, •.. , k-1. 

Gestel g' (x) bestaan op [a
1 

- h / 2, ~ + h / 2]. Dan geld dat: 

~ +h / 2 k k 

I J I 2 sup I I 
B == a-h/2 g(x)dx - h I: g(ai) ~ h I: a.-h/2 < x < a .+h / 2 g' (x) 

1 i ==l i-1 1 - - 1 

Bewys : Ons het dat: 

k ai+h/ 2 k a. +h/2 k ai +h/2 

B == I . I: a~ h / 2 g (x)dx - . I: 
1==1 1 1==1 

f -h
1
/ 2 g(a. )dx I ~ I: f-h/ 2 I g(x) - g(a.)j dx. a. 1 . 

1 
a. 1 

l 1=-= l 

Nou kan ons volgens Taylor skryf: 

g(x) -- g(a.) + (x - a.)g' (x. ) 
l l 1 

waar x . vir elke x le tussen x en a .• 
l l 

k a . +h / 2 k a. +h / 2 
B_::: I: f -h/

1

2 Ix- a . I jg1 (x.)ldx ~ h I: f ~h/2 jg'(x.}jdx 
. l a . 1 1 . l a. 1 
1=- l 1= l 

k 
2 sup I , I < 2 sup I , I 

< h .I:
1 

(a .-h/ 2, a.+h / 2) g (x) - h k (a
1
-h/ 2, a. +h / 2) g (x) 

1= l 1 K 

wat die bewys voltooi. 

Gevolgtrekking: Soos tevore kan ons skr yf : 

m+k- 1 
l(n+l f l I: g (1/n+l)­

i ::.=rn 

1 
m +k- 2 

J n+l I -2 
1 g(x )dx < (n+l) 

m-2 -
n+l 

~ (n+l )- 2k 1 Sup I g' (x) I. 
m- 2 < x < m+k-½ 
n+l - - n+l 

m+k-1 
sup I I 

I: i- .1 i+! g' (x) 
i::::m .!_2....< x< !:....:..2.... 

n+l - - n+l 
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Hierdie is weereens die vorm waar in ons die lemma gebruik het. 

Lemma a 7: As n -+ CX) is: 

n 
nJ == O(n ). 

Bewys : Volgens Stirling se formule is : 

n -n l. 
nJ ~ n e (2nn )2 as n ... 00, 

Hier uit volg die lemma dadelik. 

Lemma a 8: Ste!: 

oo r 
ex. (z ) = f x ¢(x)dx en 

r z 

Dan is : 

r- 1 
(i ) ex. (z ) = ¢ (z ) . z [ 1 + µ (z )] 

r r 

waar: 
r- 1 
2 - 2k 

µ (z ) = I: (r - 1 ) (r - 3 ) • . . (r - 2k + 1 )z vir r on ewe 
r k=l 

en: 
r 
2 - 1 - 2k 1 - ii) (z ) . 

µ (z ) 0-= 1: (r - 1 ) (r - 3) . . . (r - 2k + 1 )z + (r - 1 ) (r - 3) • • . 3. 1 r-
1 

v1r r ewe. 
r k=l ¢(z)z 

(ii. ~ (z ) = - ¢(z )zr- l [ l + ' ) (z)] 
r r 

waar: 

v (z ) - µ (z ) vir r onewe en: 
r r 

.!'. - 1 
2 -2k 

3 
l ii) (z ) 

v (z) = I: (r - 1 ) (r - 3) . . . (r - 2k + 1 )z - (r - 1 ) (r - 3) . . . . . r - l vir r ewe, 
r k =l ¢(z)z 

Bewys : (i ) Deur parsiele integrasie volg: 
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r- 1 
a, (z ) = z ¢(z) + (r - l)a. 

2
(z) 

r r-

r- 1 r-3 = z ¢(z ) + (r - l)(z ¢(z ) + (r - 3)a,r-
4 

(z)) 

r- 1 -2 
= z ¢ (z)(l + (r - l )z ) + (r - l)(r - 3)Clr-

4 
(z ) 

r -1 -2 -4 
=: z ¢ (z)(l + (r - l )z + (r - l)(r - 3 )z + •.• 

- (r - 3) 
. . . . + (r - 1 )(r - 3) . • . . • . 4 . z ) + (r - 1 )(r - 3) • • . 4. 2 ci

1 
(z) 

vir r onewe 

r- 1 - 2 - 4 - (r- 2) 
z ¢ (z )(1 + (r - 1 )z + . . • + (r - 1 )(r - 3 )z + • . • + (r- 1 )(r- 3) . . • 3 . z ) 

+ (r - 1 ) (r - 3) . . . 3. 1 a, (z ) 
0 

vir r ewe. 

r - 1 
= z ¢ (z)(l + µ (z )) metµ (z) soos h ierbo. 

r r 

(ii) D ie bewys h iervan volg analoog. 

Gevolgtrekki.ngs : 

~ r- 1 
(a ) a.r(z) (of ~ ) ¢ (z )z (1 + µ~ (z )) vir z ~ o 

[!2] 
- 2k 

waar µ * (z) ::: I: (r - 1 ) . • . (r - 2k + 1 )z 
_r k=l 

(b) Sr(z) (of~ ) - ¢(z )z r -l (1 + µ~(z )) vir z ~ O 

m etµ* (z) soos hierbo. 
r 

en v (z) < r; 
r - vir z < - 1. -

Lemma a 9: As n - ► 00 geld dat: 
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. 4 -2 . 2 . 2 - 2 . 2 . 2 
en E(U. - J; ) < 27n (J/ ) (1-l / 

1
) < 36n (J/ ) (1-J/ ) , vir n > 5. 

Jn n+l n+l n+ - n+l n+l 

Bewys: Dit i s bekend dat U. 'n Beta verdeling het m et parameters j en n- j+l . 
Jn 

Dit volg dus dat: 

EU ,.); · 
jn n+l' 

EU2 = j(j + 1) 
jn (n+l )(n+2) 

3 . ("+1)("+2) 
EU = JJ J • 

jn (n+l)(n+2)(n+3)' 
4 ·c+1 )c+2) c+3 ) EU- = J J J J 
jn (n+l)(n+2)(n+3)(n+4) 

Hier uit volg die eerste deel van die lemma dadelik. Vir die tweede 

de el is : 

4 . 3 . ("+1)("+2) 2+3 - i EU - _J_ EU = L1 J - _.,_) 
jn n+l jn (n+l)(n+2)(n+3) n+4 n +l 

3 '+1 ·+2 . . 
= - l:::!. ~ _L (1-_J_) 

n+4 ' n+2· n+3 · n+l n+l 

. 2 2 . 3 . 2 . + 1 . . +2 
~ ) EU _ _J_ EU - ~) -1!:!: ~ - ~) 
'n+l jn n+l jn 'n+l n+2 'n+l n+3 

--~ j+l j_ 2 _j_ 
-· n +3 · n+2 • ~ +1) (1 - n +l ) 

. 2 2 . 4 . . 3 . 
J_) EU - ~ ) _ _J_ ~ ) (1 - _J_ ) u it die eerste deel van die lemm a. 
'n+l jn 'n+l · - n+2 'n+l n +l ' 

··- 3 _j_ (1 - _j_)A (se). 
n+l n+l nj 

Eeskou nou A .: 
IlJ 

Stel x "" j / , dan is: 
n+ l 
- 1 - 1 -1 2 

A . ·= (n+2) (n+3) (n+4) ((j+l)(j+2) - 2(n+4)(j+l)x + (n+3)(n+4)x ). 
IlJ 

Nou is j = (n+l )x, sodat: 
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2 2 2 2 
(n+2 )(n+3)(n+4 )A . = (n+l) x + 3(n+l)x + 2 - 2(n+4 )(n+l )x - 2(n+4)x + (n+3)(n+4)x 

IlJ 

22 2 2 22 2 2 22 2 2 
=: n x + 2nx + x + 3nx + 3x + 2 - 2n x - 1 Onx - Bx - 2nx - Bx + n x + 7nx + 12x 

2 - 2 5 2 :..: - nx + ox + nx - x + 

2 
·- (n - 5 )x - (n - 5 )x + 2 

- (n - 5)x (l - x ) + 2 

-1 -1 -1 -3 
A . ,_ (n+2 ) (n+3) (n+4) ((n - 5)x(l - x) + 2) < n ((n-5 )x(l- x) + 2) 
~ -

-3 
,::: n (nx (1 - x) + 2) 

-2 2 
=-= n x(l - x)(l + (l )). nx - x 

- 2 -2 2 - 2 2 
A < n x (1 - x) (1 + 2n (n + 1) ) _< n x (1 - x ) (1 + 2 (2) ) 

n j -
- 2 

9n x(l - x ) 

2 . . 
=, 9n- (J/ ) '1- J; ) 

n+l ' n +l 

. 4 -2 . 2 . 2 
E (U . - J / ) < 27n (J / ) (1 - J / ) wat die bewys voltooi. 

Jn n+l - n+l n+l 

Lemma a l 0: Laat [U. } soos tevore wees. By gegewe 6 > 0 be staan daar dan 
Jil 

getalle u . (6 )>0 enujn(6 )<1, j = l, .•• , n, sodab 
Jil 

P (u . (6 ) < U. < u jn (6 ); 1 < j < n) > 1 - 6 vir n > 1 en: 
Jil Jil -- - -

max jn 
1 

< . < (u (6 ) - u. (6 ) ) = o (1) as n -+ 00 

_ J_n Jn 

max jn 
1 < j < n (u (6 )/ujn (6 )) ,::: K(6 ), onafhanklik van n 
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l
m<~x (1 - u . (6))/(1-ujn(o))<K(o) 
_ J ~ n ~ -

en u . (6 ) < j / 
1 

< ujn (o ), j = 1, ••• , n. 
Jn n+ 

Bewysg Sien Chernoff, Gastwirth en Johns (1967). 

Lem ma all : Laat l8Jm}, k, n = 1, 2, ••. 'n dubbele ry van reele getalle wees 

sodat vir elke vaste k geld 

as n ➔ 00• 

G-estel voorts dat: 

¾ ➔ a a s k -+ 00• 

Dan geld dat a -+ a , as n -+ 00, as en slegs as 
nn 

lim 
k -+ oo 

lim sup I 8Jm - ann I = O. 
n ➔ co 

Bewysg Gestel die kondisie geld. Dan volg die lemma dadelik uit : 

Die omgekeerde volg weer dadelik uit : 

Qpmerking: Hierdie lemma is duidelik die ekwivalent van lemma 2. 3 in die geval 

van r eele getalle. 

Lem ma a l 2g Indien Z 'n N (0, 1) verdeling het dan geld datg 

2k k . 
E Z = (2k)! / (2 ·~ ) v1r k = 0, 1, ••. 

Be.WYSg Dit volg dadelik deur pars iele integras ie. 
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DANKBE TUI GING 

Hier mee betuig ek graag my dank aan Prof. J. H. Venter, Hoof, Departement 

Statistiek, P. U. vir C.H. 0., vir die voorstel van die onderwerp en die hulp 

en leiding by die bestudering daarvan. 
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