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ABSTRACT

The bootstrap methodology: a critical review

Ever since its introduction, the bootstrap has provided both a powerful set of solutions for
practical statisticians, and a rich source of theoretical and methodological solutions for pro-
blems in statistics. In this paper, a survey of some recent developments in the non-parametric
bootstrap methodology is given, concentrating on basic ideas and applications rather than
theoretical considerations. Topics include statistical error, confidence intervals, double boot-
strapping, bootstrap calibration, bootstrap partial likelithood, bootstrapping complicated data
sets, wild bootstrap and the modified bootstrap. The above topics will be discussed under the
assumption of independent data. A major development of bootstrap methods recently has
been their application to dependent data. Topics that will be discussed under this heading
include the moving block bootstrap and the autoregressive sieve bootstrap.

KEYWORDS: Bootstrap, calibration, likelihood, statistical error,
confidence interval, independent and dependent data.

TREFWOORDE: Skoenlus, kalibrering, aanneemlikheid, statistiese fout,
vertrouensinterval, onafhanklike en afhanklike data.

OPSOMMING

Sedert die ontstaan van die skoenlusmetodologie, het dit beide 'n kragtige versameling op-
lossings gebied vir die praktiese gebruiker van statistiek, sowel as 'n ryk bron van teoretiese
en metodologiese oplossings vir probleme in statistiek. In hierdie artikel word 'n oorsig
gegee van onlangse ontwikkelings in die nie-parametriese skoenlusmetodologie, waar gekon-
sentreer word op basiese idees en toepassings instede van teoretiese oorweginge. Onderwerpe
van belang sluit in statistiese fout, vertrouensintervalle, die dubbel-skoenlus, skoenluskali-
brering, skoenlus parsiéle aanneemlikheid, toepassing van die skoenlusmetode op gekom-
pliseerde datastelle, die wilde skoenlus en die aangepaste skoenlusmetode. Die genoemde
onderwerpe word bespreek onder onafhanklikheidsaannames van die data. 'n Onlangse be-
langrike ontwikkeling in die skoenlusmetodologie behels die toepassing van die skoenlus op
afhanklike data. Onderwerpe wat onder hierdie aanname bespreek word, sluit die bewegende
blokskoenlusmetode in sowel as die outoregressiewe sif-skoenlus.

1. INLEIDING

Die basiese doel van statistiese analise is om alle informasie uit die data te onttrek ten
einde eienskappe van die populasie wat die data genereer, af te lei. Statistiese analise word
gewoonlik gebaseer op statistieke wat funksies is van die data, en wat deur een of ander
beginsel gekies word, byvoorbeeld beginsels gekoppel aan aanneemlikheid, voldoendheid of
robuustheid.

Voordat data ingewin word, is 'n statistiek 'n stogastiese grootheid met 'n waarskyn-
likheidsverdeling, wat bekend staan as die “steekproefverdeling” van die statistiek. Statistiese
prosedures vereis kennis van die steekproefverdeling van die statistiek wat gebruik word vir
die analise. In 'n beramingsprobleem byvoorbeeld, is dit belangrik om 'n aanduiding te hé
van die beramer se akkuraatheid. Kennis van akkuraatheidsmaatstawwe soos die variansie,
sydigheid en gemiddelde-kwadraatfout van die beramer is dus 'n vereiste. Hierdie akku-
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raatheidsmaatstawwe is karakteristieke van die beramer se steekproefverdeling.

Die steekproefverdeling van ’'n statistiek en sy eienskappe hang gewoonlik af van die
onderliggende populasie wat onbekend is. Hierdie onbekende groothede moet dus beraam
of benader word deur gebruik te maak van die beskikbare data. Efron! het m algemene
hersteekproefskema voorgestel, naamlik die sogenaamde “skoenlusmetode”, om die steek-
proefverdeling van die statistiek te beraam. Die skoenlusmetode systap die afleiding van
ingewikkelde formules en teorie¢ deurdat daar gebruik gemaak word van kragtige rekenaars.
Die skoenlusmetode besit aantreklike eienskappe vir die statistiese gebruiker: dit vereis min
aannames, min of geen modellering of analise, en dit kan toegepas word op 'n outomatiese
manier in 'n wye verskeidenheid van situasies, ongeag die teoretiese kompleksiteit daarvan.
Die skoenlus kan dus antwoorde verskaf op vrae wat te gekompliseerd is vir tradisionele
statistiese analises.

2. SKOENLUSBERAMER VAN 'N STANDAARDFOUT

Gestel ons beskik oor 'n ewekansige steekproef X, = {X;, Xs,...,X,,} uit 'n onbekende
distribusiefunksie (d.f.) F'. Skoenlusmetodes berus op die gebruik van 'n skoenlussteekproef:
Laat F,, die empiriese distribusiefunksie (e.d.f.) van X,, aandui, wat waarskynlikheid 1/n
op elke X;, ¢ = 1,...,n, plaas. 'n Skoenlussteekproef word gedefinieer as 'n ewekansige
steekproef van grootte n geneem uit F;,, aangedui met

X =A{X1, X5, X0}

Die sternotasie dui aan dat X nie die werklike datastel X,, is nie, maar eerder 'n hersteek-
proefweergawe van X,, is. Met ander woorde, X} is 'n ewekansige steeckproef van grootte

n wat met terugplasing geneem word uit die populasie van n voorwerpe (Xj,...,X,). Ons
kan dus kry dat X7 = X7, X5 = X3, ..., X} = X5, byvoorbeeld.
Meer formeel gestel, skryf ons vir j =1,...,n,

P (X; =X;)=1/n, for i=1,...,n,

waar P* die voorwaardelike waarskynlikheidsverdeling van X7, gegee X,, aandui.
Gestel dat 0 = 0(X;, X, ... ,X,) 'n sekere beramer van 'n parameter 6 is.
Die standaardfout van 0 is

o(F) = {Varp()}'"?,
en die skoenlusberamer van o(F) is slegs

6, = o(F,) = {Var,(0*)}/?, waar

0* = é(Xf, ..., X}) en Var, die variansie onder P* aandui.
Opmerkings:

e Die skoenlusberamer &, (wat in die literatuur bekend staan as die “ideale” skoenlusbe-
ramer) kan dikwels nie eksplisiet bereken word nie, veral in gevalle waar die beramer 0 n
ingewikkelde statistiek is. Een rede vir die sukses van die skoenlusmetode is dat 'n eenvoudige
en akkurate Monte Carlo benadering vir &5 gegee kan word:
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1. Vir b=1,2,..., B (groot), genereer onafhanklike skoenlussteekproewe uit F:
X5 (0) = {X7(b), X3(0), ..., X (D)}

2. Bereken 6%(1),0%(2), ..., 0%(B) (die sogenaamde skoenlusherhalings).

3. Benader 6, deur
B 1/2
OsB = {B 7 Z:l - 0* } , waar

0°(-) = il 07(0).
e Die sterk wet van groot getalle impliseer dat 655 — 65 byna seker (b.s.) as B — oc.
e Skoenlusberamers of ander maatstawwe van statistiese akkuraatheid, soos sydigheid of
voorspellingsfoute, kan op 'n soortgelyke wyse verkry word.
e Die skoenlus wat hierbo bespreek is, word dikwels die “nie-parametriese skoenlusmetode”
genoem.
o As F(-) = G(-,0), met G 'n bekende d.f. en 6 'n vektor van onbekende parameters,
dan beraam ons @ deur 6, en genereer ons skoenlussteekproewe X* = {X7, X3, ..., X7} uit
G(-, é) Berekenings word dan soos voorheen gedoen. Hierdie metode staan bekend as die
“parametriese skoenlus”.

3. DIE DUBBEL-SKOENLUS

Die vraag ontstaan: Hoe akkuraat is 6, (die skoenlusberamer van die standaardfout van 0,
wat gedefinieer is in Afdeling 2)? Wat is byvoorbeeld die standaardfout daarvan?
Die skoenlus kan weer eens aangewend word om 'n beramer te vind vir

T(F) = {Varp((})}l/2.
Die skoenlusberamer is bloot
7 =7(F,) = {Var*(ﬁ;k)}l/z,

waar 0% = 04(X5,..., X}).
Monte Carlo benadering

(1) Genereer 'n skoenlussteekproef X7, ..., X} uit F,:
(a) Genereer 'n skoenlussteekproef Xy, ..., X;* uit F;, die empiriese d.f. van X7,..., X},
en bereken 0 =0(X7, ..., X)) =60"(1).

(b) Herhaal stap (a) C kere op 'n onathanklike wyse om die volgende skoenlusherhalings te
verkry

0+(1),....07(C).

c c 2
550(1) = {011 (é**((:)ézé**(c)) }
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(2) Herhaal stap (1) B kere op onafhanklike wyse om 67 (1), ..., 55 o(B) te verkry.

(3) Bereken
) B ] B 2y 1/2
A — Ak b _ a3 b .
Ts,B,C B—1 = <JS,C( ) B Z; JS,C< ))

Let daarop dat die sterk wet van groot getalle impliseer dat
TeBc — Ts bs. as B,C — oo.
Opmerkings:

(a) Die dubbel-skoenlus is reeds toegepas op 'n verskeidenheid statistiese probleme in die
literatuur (sien bv. Davison en Hinkley).?

(b) Belangrike toepassings sluit onder andere die “skoenluskalibrering van vertrouensinter-
valle” in, wat later bespreek sal word, sowel as die konstruksie van “skoenlus parsiéle aan-
neemlikheidsfunksies”.

4. PARSIELE AANNEEMLIKHEIDSBENADERING

Die skoenlus parsiéle aanneemlikheidsbenadering beraam die digtheidsfunksie van é, 'n be-
ramer vir #, deur van die dubbel-skoenlus prosedure gebruik te maak. Die metode is soos
volg:

e Genereer skoenlussteekproewe X7, X5, ..., X} wat die volgende skoenlusherhalings é’{, cee é}E
oplewer.

o Uit elk van X}, b =1,..., B, genereer C' tweede-fase skoenlussteekproewe, wat die volgende
tweede-fase skoenlusherhalings oplewer: 3*(b), ..., 0% (b).

e Bereken bv. die kerndigtheidsfunksieberamer

Flir) = ;hik(ta**( ))7

vir b = 1,...,B. Hier is k 'n bekende simmetriese digtheidsfunksie (bv. die standaard
normaal digtheidsfunksie) en h die strookwydte.

e Evalueer f(t6;) virt =6,b=1,...,B.

) f (0]6;) stel m beramer voor vir d1e aanneemlikheid van 6 vir parameterwaarde 6 = ;.

e 'n Gladde beramer vir die aanneemlikheid van 6 word verkry deur gladstryking van die
spreidiagram van die pare

(65, £(016;)), b=1,....B.

e Hierdie konstruksie staan bekend as die “skoenlus parsiéle aanneemlikheidsmetode”, want
dit beraam die aanneemlikheid van 6 gebaseer op é, instede daarvan om die volledige stel
data X,, te gebruik.

e Verdere besonderhede rakende die implementering van die metode kan gevind word in
Davison et al.3
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5. BERAMING VAN STEEKPROEFVERDELINGS

Beskou die probleem om die steekproefverdeling te beraam van 'n stogastiese grootheid
R, (Xp; F):
Hp(x) = Pr(R,(Xn; F) <x), z€R.

Die skoenlusberamer van Hp(z) is bloot
H(z) = Hp,(z) = P*(R,(X}; F,) < 7).

Let byvoorbeeld daarop dat as R, (X,,; F') = /n(X,,—p)/S,, met X,, en S, die steekproef-
gemiddeld en steekproefstandaardafwyking respektiewelik, dan word die skoenlusstatistiek
bloot B )

Ry (X3 ) = V(X — X)) /S),.
Die Monte Carlo benadering van H(x) is:

. 1B
Hp(x) = 5> 1 (B (X,(b); Fu) < @),
b=1
waar X} (1),...,X5(B) onathanklike skoenlussteekproewe is van grootte n getrek uit F,.
Opmerkings:

e Die benadering Hp, (v) ~ Hp(z) is asimptoties (as n — oo0) geldig in 'n groot aantal
situasies.
e Bogenoemde aanspraak word gewoonlik bevestig deur die volgende tipe stelling te bewys:

sup _|Hp, (2) — Hp(x)| = O(n™'/?)

—oo<r<oo

b.s. (of in waarskynlikheid). Ons sé die skoenlusberamer is in hierdie geval “eerste-orde
akkuraat”. As O(n~'/2) vervang word deur o(n~'/?), dan sé ons die skoenlusberamer is
“tweede-orde akkuraat”. In hierdie geval is die skoenlusbenadering beter as die normaalbe-
nadering, wat van orde O(n~'/?) is.

e Eerste- en tweede-orde akkurate resultate bestaan in die literatuur vir 'n groot verskei-
denheid van statistieke insluitende L-beramers, M-beramers, U-statistieke, nie-parametriese
digtheidsfunksie- en regressieberamers, U-kwantiele, empiriese- en kwantielprosesse, algemene
klasse van statistiese funksionale.

6. SKOENLUSVERTROUENSINTERVALLE

Gestel Xy, Xy, ..., X, is onafhanklik en identies verdeelde (0.i.v.) stogastiese veranderlikes
met d.f. F,en 6 = OA(Xl, Xy, ..., X,) is 'n beramer van 'n parameter §. Laat & die beraamde
standaardfout van 6 wees (dikwels word die skoenlusberamer &, gedefinieer in Afdeling 2,
gebruik).

'n 100(1 — «)%-vertrouensinterval vir 6 volgens die tradisionele standaard normaal metode
is

Lar = [0 — 2(00/2)5,0 + z(c/2)6],
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waar z(«/2) die 100(1 —«/2)%—persentielpunt van 'n standaard normaalverdeling is, byvoor-
beeld, as 1 — a = 95%, dan is 2(0.025) = 1.96.

Hierdie tradisionele standaard normaal intervalle vir # kan dikwels onakkuraat wees,
aangesien dit sterk leun op die sentrale limietstelling en die voorwaardes waaronder hierdie
stelling geldig is. Vir klein tot matige steekproefgroottes kan

|P(0 € Iar) — (1 — )

groot wees. Die skoenlus kan egter aangewend word om vertrouensintervalle te konstrueer
wat dikwels beter presteer vir klein tot matige steekproefgroottes. Sedert die vroeé 1980’s
is 'n wye reeks metodes voorgestel om skoenlusvertrouensintervalle te konstrueer. In 'n
interessante artikel deur Carpenter en Bithell* word die volgende vrae aangespreek:

e Wanneer moet skoenlusvertrouensintervalle aangewend word?

o Watter skoenlusmetode moet gebruik word?

e Hoe moet dit geimplementeer word?

Gestel F' is onbekend. Die bekendste nie-parametriese skoenlusvertrouensintervalle is
die persentiel, sydigheids-gekorrigeerde persentiel (BC'), versnelde sydigheids-gekorrigeerde
persentiel (BC,) en die skoenlus-t vertrouensintervalle.

Ons bied nou 'n kort opsomming van hierdie prosedures. 'n Meer breedvoerige besprek-
ing van die metodes verskyn in die boek deur Shao en Tu.?

(A) Persentiel Intervalle.

Laat G die d.f. aandui van 6* = 0(X7,..., X7), d.i.,
G(t) = P*(0* < t).
Die persentiel 100(1 — o) %—vertrouensinterval word gegee deur
La=[G(a/2),G7 (1= 0a/2)],

wat benader kan word met die Monte Carlo metode soos volg:

e Trek B onafhanklike skoenlussteekproewe van grootte n en bereken skoenlusherhalings
0:,035,....0%.

o Bereken die ooreenstemmende orde-statistieke éfl) < éa) <...< é*B).

e Benader [;_, deur

fioa = [07).07,)
waar r = [Ba/2] en s = [B(1 — a/2)].

Opmerkings:

1. 'n Alternatiewe persentielinterval, in die literatuur bekend as die “basiese vertrouensin-
terval” (sien bv. bladsy 194 van Davison en Hinkley?), wat ook dikwels bereken word,
is:

70 __ ) % ) H*
0, = [20 07,20 — b7,

2. Die BC vertrouensinterval is bloot 'n aanpassing van die persentielinterval, en dit poog
om die sydigheidseffek te elimineer van die skoenlusverdeling van 6*. Dit word presies
bereken soos I;_,, deur ander waardes van 7 en s te gebruik.
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3. Die BC, vertrouensinterval is 'n verbeterde weergawe van die BC' vertrouensinterval.
Dit betrek beide 'n sydigheids- en skeefheidskorreksie. Die BC, persentielvertrouensin-
terval kan ook bereken word soos fl,a, deur gebruik te maak van waardes van r en s
wat ietwat meer kompleks is.

4. Tussen die persentielintervalle presteer die BC,, interval oor die algemeen die beste.

(B) Skoenlus-t Intervalle.

'n 100(1 — )% tweekantige simmetriese skoenlus-¢ vertrouensinterval word gegee deur
[0 — ()66 +q(F)s],
waar ¢(F,,) gedefinieer word deur
P(1* —0|/6" < q(F) =1 —a.

q(F,) kan benader word deur die volgende Monte Carlo algoritme:
Verkry B onafhanklike skoenlusherhalings

To0) = 0°() — 0/6° (), b=1,...,B,
en benader ¢(F,,) deur die [B(1 — a)]-de kleinste waarde van T*(1),...,T*(B).

Opmerkings:

(a) Tweekantige gelykstertige sowel as eenkantige skoenlus-t vertrouensintervalle kan soortge-
lyk afgelei word.

(b) Beide die BC, persentielinterval en die skoenlus-¢ interval is tweede-orde akkuraat, dit
wil sé hulle oordekkingswaarskynlikhede verskil van die voorgeskrewe 1 — « vlak met slegs
O(n™') instede van O(n~1/2), wat gewoonlik bereik word deur die standaard vertrouensin-
tervalle gebaseer op kwantiele van die standaard normaalverdeling ( Hall).®

(c) Maar, hierdie prosedures het ook nadele. Die BC, prosedure is athanklik van 'n ver-
stellingsparameter a wat bevredigend beraam moet word. Die prestasie van die skoenlus-t
prosedure is baie afhanklik van die kwaliteit van die beramer &. Vir nie-lineére statistieke
kan die afleiding van 'n goeie beramer & problematies wees.

(d) In die lig van (c¢) hierbo en as gevolg van persoonlike ondervinding kan die gebruik van
'n eenvoudige persentielmetode aanbeveel word vir klein tot matige steekproefgroottes, mits
hierdie intervalle gekalibreer word.

7. SKOENLUSKALIBRERING

Skoenlus-gekalibreerde vertrouensintervalle is aanvanklik voorgestel deur Beran” en Loh® en
die metode is tans baie populér. Die basiese idee rondom kalibrering is om die aanvanklike
vertrouensinterval I,_, te verbeter deur aanpassing van die nominale vlak 1 — « deur die
dubbel-skoenlus:

Onthou dat G(t) = P*(0* < t). Gevolglik is

Pp(0 € Ia) = Pr(]2G(0)—1]<1-a)
= TIp(1 — a).
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Gestel
Op(l—a) #1—ca.

Kies dan 'm A\,0 <1 —a+ A < 1, sodat
Hp(l—CE—FA):l—Oé

I+ besit 'n oordekkingswaarskynlikheid wat presies gelyk is aan 1 — «. Let op dat A
onbekend is omdat
A= H;l(l —a)—(1—-a).

Die skoenlusberamer van A is bloot
A= (1—a)— (1-a),

en die aangepaste interval is dus

e o (55) 23]

Booth en Hall® het die Monte Carlo benadering van I,_, 5 bespreek.

'n Waarskuwingswoord uit Hall en Martin'® dui daarop dat skoenluskalibrering van die
persentielintervalle geen rol speel in kwantielprobleme nie, en dit nie gebruik kan word om
oordekkingswaarskynlikheid te verbeter nie.

8. GEKOMPLISEERDE DATASTELLE

Die skoenlus kan in baie meer gekompliseerde situasies toegepas word. 'n Regressiemodel is
'n bekende voorbeeld van 'n gekompliseerde datastruktuur. Beskou bv. die volgende model:

Yi=g(B;xi)+e, i=1...,n

Hier is B8 'n vektor van onbekende parameters, x; is 'n waargenome vektor van kovariate
en g is 'n bekende funksie. Die g;’s is 0.i.v. stogastiese foute met onbekende d.f. F sodat
E(g)=0, i=1,...,n

Gestel dat 8 word beraam deur B (bv. die kleinste-kwadrate beramer). Die skoenlus kan
aangewend word om die steekproefverdeling van

/8 = B ((K’Xl)v R (anxn))

te benader soos volg:

(1) Laat F), die e.d.f. van die gesentreerde residue wees, gedefinieer vir i = 1,...,n, soos
volg

él IB7XZ Z{Y B7XJ)}
(2) Genereer o.i.v. skoenlusresidue €}, ¢35, ...,k uit F),.

(3) Bereken skoenluswaarnemings

(,B,xl) e, i=1,...,n.
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(4) Benader die steekproefverdeling van B met die skoenlusverdeling van

/6* = B ((Yi*vxl)> SRR (YJ>Xn)) :

Opmerkings:

e Die bostaande skoenlusskema word “hersteekproefneming van residue” genoem in die lite-
ratuur.

e As die kovariate x; stogasties is, word die sogenaamde “hersteekproefneming van pare”
toegepas, wat minder afhanklik is van die onderliggende modelaannames as die skoenlusme-
tode wat op residue gebaseer is:

Skoenlusdata {(Y;*,x3),..., (Y5, x%)} word gegenereer deur eenvoudige steekproefneming
met terugplasing uit {(Y1,x1), ..., (Yy,%,)} en die steckproefverdeling van 3 word benader
deur die skoenlusverdeling van

Ak ~

/8 = IB(()/I*’X’{)77(Y:7X’TL))

e As die g;’s heteroskedastiese foute is, word die pare-skoenlusmetode toegepas. 'n Al-
ternatiewe manier om met heteroskedastisiteit om te gaan, is om die sogenaamde “wilde
skoenlusmetode” aan te wend ( Wu'', Helmers en Wegkamp'?).

Om hierdie hersteekproefnemingskema toe te pas, word presies soos by die implementering
van die skoenlusmetode gebaseer op residue voortgegaan, behalwe dat stap (2) nou vervang
word met:

(2/) Genereer n onafhanklike stogastiese kopieé 71, ..., Z, van 'n stogastiese veranderlike Z
wat die volgende vereistes bevredig:

E(Z)=0,E(Z%) = E(Z%) = 1.

Bereken skoenlusresidue €f =¢,Z;, 1 =1,...,n.
Die mees populére keuse in die literatuur vir die verdeling van Z (voorgestel deur Mammen'!?)
is:

P*(Z=(1-V5)/2) (5++5) /10
P (z=01+V5)/2) = (5-V5)/10.

'n Verdere populére keuse is die eenvoudige twee-punt verdeling (Rademacher verdeling):
P (Z=-1)=P(Z=1)=1/2.
9. DIE GEWYSIGDE SKOENLUS

Bickel en Freedman!? het teenvoorbeelde gegee om aan te toon dat die standaard (naiewe)
skoenlus soms faal, d.w.s., die skoenlusberamers is nie eerste-orde akkuraat nie. Voorbeelde
hiervan sluit in ontaarde U-statistieke, ekstreme orde-statistieke en spasiérings van waarne-
mings. Swanepoel® het aangetoon hoe hierdie teenvoorbeelde herstel kan word deur die
“gewysigde skoenlus” (ook deesdae genoem die “m uit n skoenlus”) voor te stel.

Vir enige stogastiese veranderlike R, (Xp; F), X,, = {X1,..., X,.}, bestaan die gewysigde
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skoenlus daaruit dat die steekproefverdeling van R, (X,; F)) onder F benader kan word met
die skoenlusverdeling van R,,,(X?,; F,) onder F,, d.w.s.

P*(R,(X}; F,) <) = Pp(R,(Xp; F) < x),

waar X = {X7,..., X}, vir een of ander geskikte keuse van die skoenlussteekproefgrootte
m.

Sedert 1986 is verskeie nuwe gevalle gerapporteer wat die tekortkominge van die nalewe
skoenlus illustreer. Maar telkens kon die “m uit n skoenlus” die situasie beredder wat tot
eerste-orde akkurate skoenlusberamers gelei het. Dit beklemtoon die voortgaande sukses van
hierdie metodologie.

Sommige van die bogenoemde problematiese gevalle sluit in toepassing van die
naiewe skoenlusmetode op:

e die gemiddelde in die geval van 'n oneindige variansie ( Athreya).'6

e die Cramer-von Mises passingtoetsstatistieck met dubbelgesensoreerde data ( Bickel en
Ren).'7

e onstabiele eerste-orde outoregressiewe prosesse ( Heimann en Kreiss).!
e kritieke vertakkingsprosesse met immigrasie ( Sriram).?

e die beraming van die verdeling van die gestudentifieerde gemiddelde ( Hall en LePage).?°
e 'n steekproefkwantiel as die digtheidsfunksie 'n sprong maak ( Huang et al.).?!

e skoenlusgebaseerde vertrouensintervalle vir eindpunte van 'n d.f. ( Athreya en Fukuchi).??
e die maksimum van 'n stasionére proses ( Athreya et al.).??

e onstabiele eerste-orde outoregressiewe prosesse met foute wat behoort tot die aantrekkings-
gebied van 'n stabiele verdeling met indeks « € (0, 2]

( Zarepour en Knight).?!

8

Onlangse artikels oor die gewysigde skoenlus het 'n hernuwing veroorsaak van
hierdie onderwerp:

e Chung en Lee?® het die gewysigde skoenlus toegepas om die oordekkingsfout te korrigeer
in die konstruksie van skoenlusvertrouensgrense. Hulle het aangetoon dat die oordekkings-
fout van 'n standaard skoenlusvertrouensgrens, wat met die persentielmetode afgelei word
en wat tipies van orde O(n~'/2) is, verminder kan word tot O(n~') deur van 'n optimale
skoenlussteekproefgrootte m gebruik te maak by die gewysigde skoenlus.

e Janssen et al.?®*" het aangetoon dat, vergeleke met die standaard (naiewe) skoenlusme-
tode, die gewysigde skoenlus vinniger konvergensietempo’s besit vir die skoenlusverdelings
van U-kwantiele en Kaplan-Meier kwantiele.

Die resultate van Chung en Lee?® en dié van Janssen et al. illustreer dat:

die gewysigde skoenlus bruikbaar en nuttig is, nie alleen in die gevalle waar die standaard
skoenlus faal nie, maar ook in gevalle waar dit geldig is.

26,27

10. DIE SKOENLUS TOEGEPAS OP AFHANKLIKE DATA

'n Belangrike ontwikkeling in skoenlusmetodes sedert ongeveer 1985 is die toepassing daarvan
op afhanklike data. Twee bekende skoenlusmetodes wat gereeld in die praktyk aangewend
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word, word nou bespreek. Gestel dat X, X, ..., vorm 'n streng stasionére stogastiese proses.

Dui die beskikbare data aan deur X,, = {X1, Xo,..., X, }.
10.1 Die Bewegende Blok Skoenlus(BBS)

Die BBS—metode is deur Kiinsch?® voorgestel:

o Definieer blokke B; = (X, ..., Xjyp1),virj=1,...,N,waar N=n—(+1lenl1<(<n

die blokgrootte aandui.
e Laat b = [n/{]. Kies 'n ewekansige steeckproef B, ..., By uit {By,...,By}.

e Rangskik die komponente van B}, ..., 5} in 'n ry.
e Dit lewer n; = bl skoenluswaarnemings X, = {X7, X5,..., X }. Let op dat n;/n — 1
as n — oo.

e Gaan van hier af voort soos die metodes hierbo bespreek.

Opmerking:

Die korrekte keuse van die bloklengte ¢ is uiters belangrik en vereis noukeurige oorweging.

10.2 Die Outoregressiewe Sifskoenlus(OSS)

Die OSS-metode is aanvanklik deur Swanepoel en Van Wyk?® voorgestel:
Laat {X;, —00 < j < 0o} 'n stasionére, omkeerbare lineére tydrecks wees:

Xj = M+Zai€j—i s

i=0

vir konstantes u, a; en o.d.v. stogastiese veranderlikes {e;} met F(g;) =0,i=1,...

Deur omkering van (A), word 'n AR(oco)-proses verkry, nl.
Xj—p=> Bi(X;i —p) +ej,
i=1

vir konstantes ;.
Die basiese idee van die AR(c0)- sifskoenlus is:
e Benader die AR(oco)-model in (B) met’n eindige AR(p)-model:

p
Xj—p=2_B(Xji — p) +¢j.
i=1

e Kies 'n beramer p van p deur bv. gebruik te maak van die AIC modelseleksieprosedure
( Shibata® het optimaliteit aangetoon van die AIC kriterium in die geval van voorspellings
by AR(c0)— modelle). Sommige navorsers beveel die gebruik van die ATC'C' kriterium aan,

wat 'n sydigheids-gekorrigeerde weergawe is van AIC ( Hurvich en Tsai).?!

e Gaan voort soos voorheen deur klassieke “hersteekproefneming van residue” metodes toe

te pas soos hierbo bespreek (sien ook bv. Swanepoel en Van Wyk).?

e Indien die {¢;} in die tydreeksmodel (B) hierbo athanklike stogastiese foute is (hulle word
bv. voortgebring deur een of ander AR(q) model), dan kan die skoenlusskema volgens die
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“hersteekproefneming van residue” net soos hierbo bespreek, aangewend word.
10.3 Vergelyking tussen BBS en OSS

e Die skoenlusdata x? van die OSS is voorwaardelik ( gegee x,) stasionér, wat nie die geval
is met die skoenlusdata van die BBS nie.

o Die skoenlusdata x van die OSS besit nie die kunsmatige verskynsels wat tipies voorkom
in die skoenlusdata van die BBS nie, wat ontstaan deurdat ewekansig gekose blokke data
aanmekaar gevoeg word.

e Die OSS kan in 'n “dubbel-skoenlus” vorm aangewend word (aangedui met OSSS), wat sal
lei tot hoér-orde akkuraatheid. Byvoorbeeld, die OSSS kan aangewend word om persentiel-
vertrouensintervalle te kalibreer ten einde tweede-orde akkuraatheid ( t.0.v. oordekkings-
waarskynlikheid) te bereik, sonder dat dit nodig is om die variansie van die statistiek wat
gebruik word te beraam ( Choi en Hall).?

e Die “dubbel-skoenlus” toegepas op die BBS, blyk nie suksesvol te wees nie, aangesien die
BBS in die eerste iterasie die afhanklikheid van die data vernietig waar die blokke wat gekies
word aanmekaar geheg word ( Buhlmann).33

e Die OSS pas by die graad van afthanklikheid aan: sy akkuraatheid verbeter indien die
graad van afhanklikheid afneem. Dit is nie die geval met die BBS nie. ( Buhlmann).

e My empiriese ondervinding is dat die OSS in die algemeen minder sensitief is vir die keuse
van ‘n model in die sif ( d.w.s. die beraming van p) as wat die BBS is vir die keuse van die
bloklengte /.

e Ten slotte, as die onderliggende proses {X;} 'n stasionére lineére tydreeks is, dan is die
0SS oor die algemeen meer doeltreffend as die BBS, en bied dit ook 'n wyer toepasbaar-
heidsgebied.

11. Slotopmerkings

e Die redes waarom die skoenlusmetodologie so suksesvol is, kan hoofsaaklik toegeskryf word
aan die volgende:

- die gemak waarmee dit deur die praktiese gebruiker toegepas kan word. Soos in Af-
deling 2 verduidelik is, kan 'n akkurate en eenvoudige Monte Carlo benadering gevolg
word. Die keuse van die aantal skoenlusherhalings B is egter belangrik. Vir die bera-
ming van standaardfoute en die konstruksie van vertrouensintervalle word B gewoonlik
tussen 200 en 800 gekies (sien bv. Booth en Sarkar).3? Met vandag se kragtige rekenaars
is B = 1000 'n veilige keuse vir meeste situasies.

- die skoenlusmetode besit aantreklike eienskappe vir die statistiese gebruiker: dit vereis
min aannames, min of geen modellering of analise, en dit kan toegepas word op 'n outo-
matiese manier in 'n wye verskeidenheid van situasies, ongeag die teoretiese komplek-
siteit daarvan. Die skoenlus kan dus antwoorde verskaf op vrae wat te gekompliseerd
is vir tradisionele statistiese analises.

- die skoenlus bied 'n ryk bron van teoretiese en metodologiese oplossings vir probleme
in statistiek.
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e Gedurende die afgelope jare het die skoenlusmetode 'n aktiewe en wye onderwerp geword
vir navorsingsdoeleindes en toepassings. Navorsingsareas waar die skoenlusmetode op groot
skaal toegepas is (wat nie in hierdie artikel bespreek is nie), sluit onder andere die vol-
gende in: Bayes inferensie, diskriminant analise, gerigte data, kategoriese data, modelselek-
sie, nie-parametriese krommeberaming, nie-parametriese outoregressie, opnamesteekproef-
neming, sekwensiéle analise en tydreeksanalise.

e 'n Groot uitdaging vir die toekoms is om die skoenlusmetode nog verder te ontwikkel en te
verfyn om athanklike data suksesvol te kan analiseer, sonder om streng strukturele aannames
te maak. 'n Aanvang is reeds hiermee gemaak (sien bv. Lahiri).*
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