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Completion problems for classes of real symmetric matrices

which form closed convex cones

Summary

The goal of any completion problem in matrix theory is to determine when a partial
matrix can be completed to a matrix that conforms to certain conditions, where a partial
matrix is a matrix with some unspecified entries.

We consider the completion problem of a few classes of symmetric matrices which form
closed convex cones. The completion problem of the SPN matrix, which is the sum of a
positive semidefinite matrix and a nonnegative matrix, forms the main focus of this study.

The completion problems of positive semidefinite matrices, completely positive matrices
and SPN matrices are directly related to a certain graph that represents the partial matrices,
namely the specification graph. It is shown that partial positive semidefinite matrices
(and partial positive definite matrices) are completable if and only if the specification
graph is chordal. In the case of a partial copositive matrix it is proved that all such
matrices are completable to a copositive matrix. A greatest lower bound that depends on
the diagonal entries is found for every unspecified entry. Since each completely positive
matrix is positive semidefinite, stricter conditions than in the positive semidefinite case
regarding the completion are required. A partial completely positive matrix is completable
if and only if the specification graph is a block-clique graph, that is to say, each block in
the graph is complete. For partial doubly nonnegative matrices it is seen that completions
are possible under the same conditions as for the completely positive matrices. Finally,
two equivalences for a matrix to be SPN completable are proved. The first one states that
each cycle with odd length in the specification graph induces a complete subgraph. The
second equivalence is in terms of the blocks of the specification graph: each block is either
complete, bipartite or a T}, graph.

Keywords: SPN completion, positive semidefinite completion, copositive completion,
completely positive completion, matrix completion problem, specification graph, chordal

graph, block-clique graph.
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Voltooiingsprobleme vir klasse van reéle simmetriese matrikse

wat geslote konvekse keéls vorm

Opsomming

Die doel van enige voltooiingsprobleem in matriksteorie is om te bepaal wanneer 'n parsiéle
matriks voltooi kan word tot 'n matriks wat aan sekere voorwaardes voldoen, waar 'n
parsiéle matriks 'n matriks is met moontlike ongespesifiseerde inskrywings.

Ons beskou die voltooiingsprobleme van 'n aantal klasse van simmetriese matrikse wat
geslote konvekse keéls vorm. Die voltooiingsprobleem van die SPN-matriks, dit wil sé¢ 'n
matriks wat die som van 'n positiefsemidefiniete matriks en 'n nie-negatiewe matriks is,
vorm die hooffokus van hierdie studie.

Die voltooiingsprobleme van positiefsemidefiniete matrikse, volledig-positiewe matrikse
en SPN-matrikse hou direk verband met 'n sekere grafiek wat 'n parsiéle matriks voorstel,
naamlik die spesifikasiegrafiek. Dit word aangetoon dat parsiéle positiefsemidefiniete
matrikse (asook parsiéle positiefdefiniete matrikse) voltooibaar is as en slegs as die
spesifikasiegrafiek koordaal is. In die geval van 'n parsiéle kopositiewe matriks word bewys
dat alle sulke matrikse voltooibaar is tot 'n kopositiewe matriks. 'n Grootste ondergrens
wat afhang van die diagonaalinskrywings, word ook vir elk van die nie-diagonaalinskrywings
gevind. Aangesien elke volledig-positiewe matriks 'n positiefsemidefiniete matriks is, is
die voorwaarde by die voltooibaarheid effens strenger as in die positiefsemidefiniete geval.
'n Parsiéle volledig-positiewe matriks is voltooibaar as en slegs as die spesifikasiegrafiek
'n blok-kliekgrafiek is, dit wil sé 'n grafiek waarvan elke blok volledig is. Vir parsiéle
dubbel-nie-negatiewe matrikse word gevind dat voltooibaarheid onder presies dieselfde
voorwaardes as vir volledig-positiewe matrikse voorkom. Laastens word twee ekwivalensies
vir 'n parsiéle matriks om SPN-voltooibaar te wees, bewys. Die eerste een is dat elke
siklus met 'n onewe lengte wat in die spesifikasiegrafiek voorkom, 'n volledige deelgrafiek
induseer. Die tweede ekwivalensie is in terme van die blokke van die spesifikasiegrafiek:
elke blok is 6f volledig, 6f tweeledig, 6f 'n T-grafiek.

Sleutelterme: SPN-voltooiing, positiefsemidefiniete voltooiing, kopositiewe voltooi-

ing, volledig-positiewe voltooiing, matriksvoltooiingsprobleem, spesifikasiegrafiek, koordale
grafiek, blok-kliekgrafiek.
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Inleiding

Die gebruike van matrikse in die wéreld om ons is te veel om op te noem. Dit is dus onnodig
om te verduidelik waarom matrikse so belangrik is. Matrikse met verskillende tipes eise
ten opsigte van positiwiteit of nie-negatiwiteit word in baie gebiede toegepas. Simmetriese
matrikse speel ook 'n belangrike rol en positiwiteit word dikwels aan simmetriese matrikse

gekoppel.

Onder die matrikse met positiwiteitseienskappe wat dikwels ondersoek word, is posi-
tiefdefiniete matrikse, positiefsemidefiniete matrikse, kopositiewe matrikse, dubbel-nie-
negatiewe matrikse, volledig-positiewe matrikse en SPN-matrikse. Hierdie simmetriese

matrikse met positiwiteitseienskappe kom dikwels in die praktyk voor.

Vakgebiede waar die nie-negatiewe matriksteorie toegepas word, sluit in kombinatorika,
vervoerteorie, statistiek en optimalisering [7]. Volgens [19] kom kopositiewe matrikse te
voorskyn in beheerteorie en wiskundige programmering. Volledig-positiewe matrikse word
spesifiek gevind in kombinatorika, waarskynlikheidsleer en toepassings van statistiek, soos

n Markov-model vir DNA-evolusie en 'n model vir energie-aanvraag [2]. Daar is ook

volgens [18] toepassings vir SPN-matrikse in kopositiewe optimalisering.

Daar word in hierdie studie gekyk na die voltooiingsprobleme van positiefsemidefiniete,
kopositiewe, volledig-positiewe en SPN-matrikse. 'n Matriks word 'n parsiéle matriks
genoem indien die matriks uit gespesifiseerde sowel as ongespesifiseerde inskrywings
bestaan, waar die ongespesifiseerde inskrywings met 'n vraagteken aangedui word. Om n
matriks te voltooi, beteken dan uiteraard om die matriks se ongespesifiseerde inskrywings

te spesifiseer, sodat die voltooide matriks aan sekere voorwaardes voldoen.

Die studie van voltooiing van matrikse gee volgens [16] 'n goeie perspektief vir die
verstaan van matrikse se strukture. Die voltooiingsprobleem van positiefsemidefiniete
matrikse is baie belangrik as gevolg van die toepassings in waarskynlikheidsleer, statistiek,
ingenieurswese en ook geofisika [14]. Aangesien die teorie oor die voltooiingsprobleem
vir SPN-matrikse die nuutste en nog redelik onbekend is, vorm dit 'n groot fokus van
hierdie studie. Dit is ook belangrik om op te merk dat SPN-matrikse verband hou met nie-

negatiewe, positiefsemidefiniete, kopositiewe, dubbel-nie-negatiewe en volledig-positiewe



matrikse.

In die studie van voltooiingsprobleme van parsiéle matrikse is dit belangrik om die
wisselwerking tussen matrikse en grafiekteorie te verstaan. Daar is 'n noue verband tussen
matrikse en grafieke aangesien 'n matriks deur 'n grafiek voorgestel kan word en op s6
'n manier kan meer eienskappe en inligting verkry word. Dit is interessant om op te
merk dat sekere klasse matrikse beskou kan word as konvekse keéls, trouens elk van die
vernaamste matriksklasse wat ons in hierdie studie beskou, is 'n konvekse keél. Ons
kyk ook na voltooiings van positiefdefiniete matrikse, omdat dit by die voltooiing van
positiefsemidefiniete matrikse gebruik word, hoewel die klas van positiefdefiniete matrikse

nie 'n konvekse keél vorm nie.

Die vraag wat ons wil beantwoord, is aan watter voorwaardes die grafiek wat die
matriks voorstel, moet voldoen, s6 dat 'n parsiéle matriks voltooibaar is. Ons gaan ook
wys dat enige parsiéle kopositiewe matriks voltooi kan word tot 'n kopositiewe matriks

ongeag die eienskappe van die grafiek.

Hierdie studie is in twee hoofstukke verdeel waarvan party gedeeltes meer breedvoerig
beskou word as die ander. Die eerste hoofstuk is saamgestel om die voorkennis wat
benodig word weer te gee. Daarin begin ons met 'n paar algemene resultate en die notasie
wat gebruik gaan word en daar word vlugtig na konvekse keéls gekyk. Daarna word die
verskillende matriksklasse beskou en hoe hulle met mekaar verband hou. Ons gee ook

laastens die nodige grafiekteorie en 'n paar nuttige resultate.

Die tweede hoofstuk handel oor die matriksvoltooiings. Hieronder word die verskillende
tipes matrikse individueel beskou en na hul voltooiings gekyk. Ons begin met die
positiefsemidefiniete en positiefdefiniete matrikse, daarna volg die kopositiewe matrikse,
die volledig-positiewe matrikse en laastens die SPN-matrikse. Die resultate oor die
voltooiing van elk van hierdie matrikse word gegee en bewys. Die hulpstellings wat
benodig word, word ook in die betrokke gedeelte saamgevat, behalwe in sekere gevalle

waar dit vroeér getoon word.



Hoofstuk 1

Agtergrondskennis

1.1 Afsprake, notasie en algemene resultate

Die aantal elemente in 'n eindige versameling o dui ons aan met |a.

Vektore wat ons gebruik, kom meestal uit 'n eindig-dimensionele Euklidiese vektor-
ruimte V' met inwendige produk gedefinieer deur (z,y) =y’ en norm ||z|| = \/(z, x).
Die gewone notasie R" word gebruik vir die versameling van kolomvektore met n inskry-
wings en R™*" vir die versameling van alle m x n matrikse met reéle inskrywings. Ons
werk hoofsaaklik met matrikse uit R"*" tensy anders aangedui. Wanneer ons R™*" as
vektorruimte beskou, bedoel ons met die term inwendige produk spesifiek die Frobenius
inwendige produk, dit wil sé vir A = (a;;) en B = (by;) in R™", is (A, B) = >, a;;bi;.

Ons gebruik R’} vir die versameling vektore met nie-negatiewe inskrywings, dit is:
R} ={x cR" |z; >0virelkei=1,...,n},

waar x; die i-de inskrywing van die vektor x aandui.

Ons gebruik die volgende notasie by matrikse: Die identiteitsmatriks van orde n skryf
ons as [,, ons gebruik 0,,x, of slegs 0 vir 'n m x n nulmatriks en die n x n matriks
waarvan elke inskrywing 1 is, noem ons J, of slegs J. Wanneer 'n matriks slegs +1 en —1
as inskrywings het, noem ons dit 'n 41-matriks. Ons gebruik A7 vir die getransponeerde
van 'n m x n matriks A en noem ’'n matriks A simmetries wanneer A = A”. Indien die

inverse van A bestaan, skryf ons dit as A~

Die inskrywings van matrikse skryf ons gewoonlik, tensy anders aangedui, met n
kleinletter wat ooreenstem met die simbool wat vir die matriks gebruik word en met
'n dubbele onderskrif wat die ry- en kolomnommer van die inskrywings aandui. So
byvoorbeeld sal A se ij-inskrywing geskryf word as a;; en Asei j-inskrywing as a;;. Die

notasie e; word gebruik vir die vektore waarvan al die inskrywings 0 is, behalwe die i-de



inskrywing wat 'n 1 is.

Vir deelmatrikse van 'n m x n matriks A gebruik ons die volgende afspraak. Beskou
deelversamelings o = {ay,...,a,} C{1,...,m} en 8 ={by,...,bs} C {1,...,n}, waar
a; < ajr1 en by < bjyq vir elke i. Dan is Alo|f] die r x s deelmatriks van A met rye
{ai,...,a,} en kolomme {by,...,bs}. Ons spreek ook af dat A(«|fB) die deelmatriks van A
aandui met rye {1,...,m}\a en kolomme {1,...,n}\ /3. Ons sal soms na A[a|a] en A(aa)
verwys as A[a] en A(«) onderskeidelik. Die matriks A[a] word 'n hoofdeelmatriks van
A genoem. Let op dat ons ook soms eerder elemente as versamelings gebruik, met ander
woorde, ons skryf Alay, ..., a,| in plaas van A[{a; ..., a,}]. Die hoofminore van A is die

waardes vir die determinante van die hoofdeelmatrikse van A.

Hoofminore speel 'n belangrike rol in die studie van voltooiings van die matrikse wat
ons beskou. Let op dat die determinant 'n kontinue funksie van R™*™ na R is. Dit is ook
belangrik om te onthou dat det(kA) = k™ det(A) vir enige n x n matriks A en skalaar

k € R. Ons gee nou Jacobi se identiteit vir determinante wat later benodig word.

Proposisie 1.1.1. [1, bladsy 142] Laat A 'n nxn nie-singuliere matriks wees en B = A~

Dan sal det A(8|a)
e e
det B =——°
et Bla|f] et A
vir enige nie-leé deelversamelings o, B C {1,...,n}, waar die aantal elemente in « en

dieselfde is. (Neem det A(Bla) =1 asa = ={1,...,n}.)
Wanneer 'n n x n matriks A geskryf kan word as byvoorbeeld

A A
Az A

A:

Y

waar A; € RP*Y, Ay, € RP**, A3 € R™*%en Ay € R met n = p+r = ¢+ s, dan
noem ons A; die blokke van A en A 'n blokmatriks. 'n Blokmatriks met 0-blokke in

nie-diagonaalposisies, soos byvoorbeeld

_A1 0 ... 0]

0 A

Co o
0 -+ 0 A

noem ons 'n direkte som van A,.

Die Gram-matriks, wat ons volgende definieer, is nodig aangesien twee van die tipes

matrikse wat ons beskou, voorgestel kan word as s6 'n matriks met bykomende voorwaardes.



Definisie 1.1.2. Vir enige vektore vy, ..., v € R”, noem ons die matriks

<’Ula’vl> <'U1,'UQ> <'l71,'Uk>
<’U2,'Ul> <U27U2> e <'U2,'Uk>
A=
<Uk7v1> <Uk,1)2> te <vkavk>
die Gram-matriks van vy, ..., v en skryf Gram(vy, ..., v).

Die kontinuiteitsargument is 'n algemene resultaat wat ook later gebruik gaan word.

Stelling 1.1.3 (Die kontinuiteitsargument). [20, Stelling 2.9] Laat A ’n vierkantige
matriks wees. As A singulier is, dan bestaan daar n d > 0 sé dat A + el nie-singulier is
vir alle € € (0,0).

1.2 Konvekse keéls

Soos ons sal sien, vorm al die klasse matrikse met positiwiteitseienskappe wat ons beskou,
konvekse keéls. Ons hersien die basiese eienskappe en resultate omtrent konvekse keéls.
Die meeste van die teorie in hierdie afdeling is gebaseer op Berman en Shaked-Monderer

se boek [2]. Ons begin met 'n paar definisies.

Definisie 1.2.1. 'n Versameling K in V word konveks genoem as az + (1 —a)y € K
vir elke x,y € K en elke skalaar a met 0 < a < 1.

Definisie 1.2.2. 'n Versameling K in V word 'n keél genoem as ax € K vir elke x € K

en skalaar a > 0.

Definisie 1.2.3. 'n Konvekse keél is 'n versameling K in 'n Euklidiese vektorruimte V'
wat geslote is met betrekking tot optelling en nie-negatiewe skalaarvemenigvuldiging. Dit

is, vir elke x,y € K en skalare a,b > 0, is ax + by € K.

Die afsluiting, A, van 'n versameling A is die snyding van al die geslote versamelings
wat A omvat. Die inwendige, intA, van A is die vereniging van al die oop versamelings

wat in A bevat is.

Proposisie 1.2.4. [2, Proposisie 1.14] Laat K, K en Ky konvekse keéls in 'n Euklidiese

ruimte V. wees. Dan geld die volgende:
(a) K is 'n konvekse keél.

(b) intK is 'n konvekse keél.



(¢) Die snyding K1 N Ky is weer 'n konvekse keél.
(d) Die som Ky 4+ Ky = {x1 + 22 | x1 € Ky, x5 € Ko} is weer 'n konvekse keél.

Dit is ook belangrik om te sien hoe die duale van die klasse van matrikse wat ons

beskou met mekaar verband hou.

Definisie 1.2.5. Laat S 'n versameling in V' wees. Die versameling
S*={yeV|{y,z) >0vir elke z € S}

word die duaal van S genoem. 'n Versameling S is selfduaal as S* = S.

Vir enige versameling S C V, word die minimale konvekse versameling wat vir S
omvat, geskryf as konv S en die minimale konvekse keél wat vir S omvat, as keél S. Dit is
maklik om te bewys dat hierdie versamelings se elemente, soos hier aangetoon, lineére

kombinasies is van S se elemente:

konvS:{Zaix”xiES,aiZO,Zai:l}, (1.1)
i=1 i=1

en

=1

keél S = {Zaixi | z; € S,a; > O}. (1.2)

Nuttige eienskappe van dualiteit word nou gegee, waarvan die eerste een toon dat

enige duaalruimte 'n geslote konvekse keél is.

Stelling 1.2.6. [2, Stelling 1.35] Laat S, Sy en Sy nie-leé deelversamelings van V' wees.
Dan volg:

(a) S* is 'n geslote konvekse keél.

(b) As S; C Sy, dan S5 C ST.

(c) S C S*.

(d) S* = (9)* = (keél 9)* = (konv S)*.

Bewys. (a) Om aan te toon dat die duaal S* van S 'n konvekse keél is, laat y;,ys € S*.

Met z € S willekeurig en a, b nie-negatiewe skalare, beskou
{ayr + bya, ) = {ay1, ) + (by2, ) = a(y1, x) + b{ys, x) > 0.

Dus is ay; + bys € S* en gevolglik is S* 'n konvekse keél.

6



Om geslotenheid van S* te bewys, wys ons dat S* = S*. Aangesien dit altyd geld
dat 'n versameling bevat is in sy afsluiting, hoef ons slegs te bewys dat S* C S*. Neem
m element y € S*. Daar bestaan dus n 1y (y,) in S* wat neig na y. Omdat (-,z) 'n
kontinue funksie is vir 'n vaste z, sal (y,,x) neig na (y,z) vir elke z € S. Dit volg dan
uit (y,,z) > 0 dat (y,z) > 0 vir elke € S. Ons kry dat y € S* en dus is S* = S*. Die
duaalruimte S* is dus geslote.

(b) Gestel S; C Sy en beskou 'n y € S5. Dan is (y,z5) > 0 vir elke z5 € Ss. Dit volg
dat vir 'n willekeurige z; € Sy,

<y7 .’,U1> Z 07

omdat x; € Sy volgens die aanname. Dit impliseer dat y € S} en dus is S5 C S7.

(c) Volgens die definisie van die duaal, is vir 'n 2 € S en vir elke y € S*,
(y,z) > 0.

Let op dat
S ={zx eV |(r,y) >0virelkey € S*}.

Dus omdat (z,y) = (y,z), is € S**. Gevolglik is S C 5**.
(d) Met behulp van die (b)-gedeelte en die feit dat S C S, kry ons dat (S)* C S*.
Laat v € S*, dan is (v, s) > 0 vir elke s € S. Nou neem ons 'n willekeurige z € S. Dan

bestaan daar 'n ry (s,) van elemente in S s6 dat lim, . s, = . Dus is

(v, ) = (v, lim s,) = lim (v, s,),
n— o0 n—oo

omdat (v,-) 'n kontinue funksie is. Ons weet dat (v,s,) > 0 vir alle s,, en gevolglik is
(v,2) > 0 vir elke € S. Dus is v € (S)* en dan het ons gelykheid.

Uit (1.1) en (1.2) is die versameling S bevat in die versamelings keél S en konv S. Dit
volg dan uit (b) dat (keél S)* C S* en (konv.S)* C S*. Vir die omgekeerde insluitings
word die voorstellings (1.1) en (1.2) van keél S en konv S gebruik. Viry € S*is (y,x) >0
vir elke x € S. Dus kry ons vir 'n element Z:L a;x; in keél S, met x; € S en a; > 0 vir
elke 1 < i < m, dat

<y, Zazxz> = (,ami) =) aily,z;) > 0.
i=1 i=1 i=1

Gevolglik is y € (keél S)*. Dit bewys dat S* = (keél S)*. Soortgelyk is S* = (konv S)*.
0

Vir geslote konvekse keéls geld ook die omgekeerde insluiting van (c¢) in die bogenoemde



stelling:
Proposisie 1.2.7. [2, Stelling 1.35] S is 'n geslote konvekse keél as en slegs as S = S**.

Daar is verskeie tipes konvekse keéls wat dikwels beskou word en ons definieer nou 'n

paar daarvan.

Definisie 1.2.8. [2, Definisie 1.26] Laat K 'n konvekse keél in V' wees. Dan word K
gepunt genoem as K N (—K) = {0} en voortbringend as K — K = V. Ons sé¢ K is

solied as int K # (); en wanneer K beide gepunt en solied is, noem ons dit vol.
Ons gee nou 'n paar ekwivalensies met betrekking tot bogenoemde definisie.

Proposisie 1.2.9. /2, Proposisie 1.17] Laat K 'n geslote konvekse keél wees. Dan is K

solied as en slegs as K wvoortbringend 1is.

Proposisie 1.2.10. /2, Proposisie 1.18] Laat K 'n geslote konvekse keél wees. Dan is K

gepunt as en slegs as K* solied is.

1.3 Klasse van simmetriese matrikse

Ons gee in hierdie afdeling eers die definisies van die verskillende klasse wat ons gaan
beskou, dan die eienskappe en karakteriserings vir sommige van die klasse, ons toon aan
dat elkeen van die matriksklasse wat beskou word 'n konvekse keél vorm en gee dan die

verbande tussen die klasse.

Definisie 1.3.1. 'n Matriks A € R™" word nie-negatief genoem indien elke inskrywing
van A nie-negatief is. Ons beskou hoofsaaklik dié wat simmetries is en gebruik die notasie

SN, vir die versameling van n X n simmetriese nie-negatiewe matrikse.

As 'n matriks A nie-negatief is, skryf ons A > 0. Ons sé A > B vir n x n matrikse A
en B as a;; > b;; vir elke 1 <7, < n. Ons spreek ook af dat 'n vektor & € R" nie-negatief
(x > 0) genoem word as z; > 0 vir elke 1 <1 < n en positief (x > 0) as z; > 0 vir elke
1< <n.

Definisie 1.3.2. 'n Simmetriese matriks A € R™*" word positiefsemidefiniet genoem
as &l Az > 0 vir elke € R". Soortgelyk noem ons die matriks positiefdefiniet as
T Az > 0 vir elke nie-nul & € R". Die versamelings van n x n positiefsemidefiniete

matrikse en positiefdefiniete matrikse word aangedui met PSD,, en PD,, onderskeidelik.

Let op dat ons uit bogenoemde definisie kry dat PD,, C PSD,,.



Definisie 1.3.3. 'n Simmetriese matriks A € R™*" word kopositief genoem as 7 Az > 0
vir elke nie-negatiewe € R". Die simbool COP,, gee die versameling van die n X n
kopositiewe matrikse weer. A word streng kopositief genoem as &7 Az > 0 vir elke

positiewe & € R".

Definisie 1.3.4. 'n Simmetriese matriks A € R™*"™ wat beide positiefsemidefiniet en
nie-negatief is, word dubbel-nie-negatief genoem. Die versameling van hierdie matrikse

word aangedui met DAN/,,.

Definisie 1.3.5. 'n Matriks A € R™*" word volledig-positief genoem as daar 'n ont-
binding A = BBT bestaan met B 'n nie-negatiewe matriks. Vir die versameling n x n
volledig-positiewe matrikse gebruik ons die notasie CP,. Let op dat as A = BBT, dan is

AT = BBT, dit wil sé A is noodwendig simmetries.

Definisie 1.3.6. 'n SPN-matriks A € R™*" is 'n simmetriese matriks wat as die som
van 'n positiefsemidefiniete matriks P € PSD,, en 'n nie-negatiewe matriks N € SN/,
geskryf kan word, dit is, A = P + N. Die versameling van n x n SPN-matrikse word
aangedui met SPN,.

Proposisie 1.3.7. Vir elke A € K, waar K enige van die klasse SN,,, PSD,,, PD,,
COP,, DN, CP, en SPN, aandui, geld dat elke hoofdeelmatriks van A ook in K is.

Bewys. Dit is triviaal dat die hoofdeelmatriks van 'n nie-negatiewe matriks weer nie-
negatief is.

Laat A 'n n x n positiefsemidefiniete matriks wees. Dan is
xT Az > 0 vir elke € R".

Beskou enige hoofdeelmatriks Ala] van A, a C {1,...,n}. Laat x € Rl°l willekeurig wees
en laat y, € R™ dié vektor wees met 'n 0 in elke posisie in {1,...,n} \ a en (y,); = z; vir
elke i € a. Dan is

x' Alo]z =y, Ay, > 0,

dit wil sé A[a] is positiefsemidefiniet.

Op 'n soortgelyke wyse kry ons dat die hoofdeelmatrikse van 'n positiefdefiniete matriks
en 'n kopositiewe matriks weer onderskeidelik positiefdefiniet en kopositief sal wees.

'n Hoofdeelmatriks van 'n dubbel-nie-negatiewe matriks is dan ook dubbel-nie-negatief
omdat s6 'n hoofdeelmatriks nie-negatief en positiefsemidefiniet is.

Laat A 'n n x n volledig-positiewe matriks wees. Dan bestaan daar 'n n x m nie-
negatiewe matriks B s6 dat A = BBT. Gevolglik kan 'n hoofdeelmatriks Ala] van A
geskryf word as

Ala] = Bla|l,...,m] (Bla/1,...,m])"
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en Ala] is dus volledig-positief.
Aangesien 'n SPN-matriks A geskryf kan word as 'n som van 'n positiefsemidefiniete

matriks en 'n nie-negatiewe matriks, sal die hoofdeelmatriks van A ook SPN wees. [

Die volgende paar resultate is karakteriserings en eienskappe van sommige van die
matriksklasse wat ons hierbo gedefinieer het en word sonder bewys vermeld. Ons sal later

dikwels gebruik maak van hierdie resultate.

Ons begin met 'n nuttige karakterisering van positiefsemidefiniete matrikse.

Stelling 1.3.8. /2, Stelling 1.10] Die volgende bewerings is ekwivalent vir n n X n

simmetriese matriks A:
(a) A is positiefsemidefiniet.
(b) Die eiewaardes van A is nie-negatief.
(c) Die hoofminore van A is nie-negatief.
(d) Daar bestaan 'n matriks B € R™* sodat A = BBT.
(e) Daar bestaan 'n onderdrichoekige matriks L € R™™ sodat A = LL™.
(f) Daar bestaan 'n simmetriese matriks C' € R™™ sodat A = C?.
(9) Daar bestaan vektore vy, ..., v, € RF sodat A= Gram(vy,...,v,).
(h) Daar bestaan k vektore by, ... by € R* sodat A= Y""_ b;b!.

Daar word na die voorstelling in (h) vir 'n positiefsemidefiniete matriks verwys as 'n
som van rang-1 matrikse.
Ons gee nou die verband tussen positiefsemidefiniete matrikse en positiefdefiniete

matrikse.

Proposisie 1.3.9. [2, Proposisie 1.9] 'n Matriks A is positiefdefiniet as en slegs as A 'n

nie-singuliere positiefsemidefiniete matriks is.

Die gevolg van hierdie verband is dat ons soortgelyke ekwivalensies aan Stelling 1.3.8
kan kry vir positiefdefiniete matrikse (sien [2]): nie-negatief word vervang met positief,
die matrikse B, L en (' is nie-singulier en die vektore v; en b; is lineér onathanklik. Dit
is dus maklik om te sien dat die determinant van 'n positiefdefiniete matriks positief sal
wees. 'n Addisionele ekwivalente bewering wat by positiefdefiniete matrikse geld, is dat al

die leidende hoofminore positief moet wees (sien [1]).

Die volgende resultaat vir positiefsemidefiniete matrikse, genaamd die Hoofdeelma-

triksrangeienskap, gaan later gebruik word.
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Proposisie 1.3.10. [2, Proposisie 1.5] Laat A 'n n x n positiefsemidefiniete matriks wees

en a enige deelversameling van {1,...,n}. Dan is
rang Alall,...,n| =rang A[l,... n|a] = rang Ala/].

Opmerking 1.3.11. Die diagonaalinskrywings van 'n kopositiewe matriks is nie-negatief.
Dit kan gesien word deur die vektore e; te neem vir elke ¢ en te sien dat eiTAei >0 vir 'n

kopositiewe matriks A.

Die volgende definisie en die daaropvolgende proposisie wat 'n ekwivalente bewering

bevat, sal in die tweede hoofstuk benodig word.

Definisie 1.3.12. [4, Definisie 1.1] Laat A 'n n x n kopositiewe matriks wees en SA”
die deelversameling van SA/,, met 0 as diagonaalinskrywings. Die matriks A word SA®-
onontbindbaar genoem as daar geen nie-nul matriks M € SN bestaan sé dat A — M

'n kopositiewe matriks sal wees nie.

Let op dat daar dus geen positiewe getal van enige van die nie-diagonaalinskrywings
van 'n kopositiewe SAC-onontbindbare matriks afgetrek kan word om weer n kopositiewe

matriks te verkry nie.

Proposisie 1.3.13. [/, Lemma 4.7] Laat A 'n 3 x 3 kopositiewe matriks wees met a; = 1

vir elke i =1,2,3. Dan is A SNg—onontbindbaar as en slegs as

1 —cosf) —cosé
A= |—cosb 1 —coso|,
—cosé —coso 1

waar 0., 0 € [0,71] en 0 +& + ¢ = .

Dit kan aangetoon word, soos byvoorbeeld in [4], dat enige 3 x 3 kopositiewe (of SPN)
matriks A wat SN g—onontbindbaar is, positiefsemidefiniet is.

Ons gee nou 'n ekwivalensie vir volledig-positiewe matrikse.

Proposisie 1.3.14. [2, Proposisie 2.1] Laat A 'n n X n matriks wees. Dan is A volledig-

positief as en slegs as A voorgestel kan word as ‘n som van rang-1 matrikse

k
A=) "bb/,
=1

waar b; € RY, vir alle 1 <1 < k.
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Proposisie 1.3.15. Elk van die klasse van matrikse SN,,, PSD,,, COP,,, DN,,, CP,, en
SPN,, vorm 'n konvekse keél.

Bewys. Dit is duidelik dat aA + bB 'n simmetriese nie-negatiewe matriks sal wees as A
en B simmetries nie-negatief is en a, b > 0.

Stel vir positiefsemidefiniete en kopositiewe matrikse
c=x"(aA+bB)x = ax’ Az + bz’ Bz,

waar a en b nie-negatiewe skalare is. As A en B positiefsemidefiniet is, sal ¢ nie-negatief
wees vir elke vektor & € R™ en as A en B kopositief is, sal ¢ nie-negatief wees vir elke
vektor > 0. Dan kry ons dat aA + bB in die eerste geval positiefsemidefiniet is en in
die tweede geval kopositief.

Vir twee dubbel-nie-negatiewe matrikse A en B, en skalare a,b > 0, sal aA + bB
nie-negatief en positiefsemidefiniet wees uit wat hierbo bewys is, dit wil sé aA + bB is
dubbel-nie-negatief.

Laat A en B nou volledig-positiewe matrikse wees. Dan bestaan daar nie-negatiewe

vektore a; en b; s6 dat A = Zf’ll a;al en B = Zf’iklﬂ b;b]. Dan vir skalare a,b > 0,

kry ons
k1 ko k2o
aA+bB = aZaia'f +0b Z bbl = ZciciT,
i=1 i=k1+1 i=1

waar ¢; = y/aa; viri = 1,... kjen ¢; = Vb, vir i = ki + 1,...,ky. Omdat ¢; nie-negatief
is, is die matriks a A 4+ bB volledig-positief.

Laastens beskou ons SPN-matrikse A en B met ontbindings A = P;+N; en B = P+ No,
waar P, P, positiefsemidefiniet en N7, Ny nie-negatief is. Dan sal die matriks aA + 0B,
met a,b > 0, geskryf kan word as 'n som van 'n positiefsemidefiniete matriks a P, + bP,

en 'n nie-negatiewe matriks a/Ny 4+ b/N, en sal dus SPN wees. ]

Let op dat die klas van positiefdefiniete matrikse nie 'n keél vorm nie.

Dit kan aangetoon word (sien byvoorbeeld [2]) dat elk van die konvekse keéls SN,
PSD,,, COP,,, DN,,, CP,, en SPN,, geslote en vol is.

Ons kry uit die definisies die volgende gelykhede ten opsigte van die klasse van matrikse:
DN, = PSD, NSN,,

en ook

SPN,, = PSD,, + SN,,.

Uit die definisie van volledig-positiewe matrikse, Stelling 1.3.8(d) en die eerste gelykheid
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hierbo kry ons dat CP,, C DN,  C PSD,. Vir 'n kopositiewe matriks A het ons dat
xT Az > 0 vir elke > 0 en daaruit kry ons dat PSD,, C COP,, en SN,, C COP,,. Dus
omdat COP,, 'n konvekse keél is, sal die som van hierdie twee klasse ook daarin bevat
wees, dit wil s¢ SPN,, C COP,,. Die verbande tussen die verskillende matriksklasse soos

hier verduidelik, word in Figuur 1.1 voorgestel.

Vir matrikse van orde n < 4 kan bewys word dat die dubbel-nie-negatiewe matrikse
en die volledig-positiewe matrikse saamval (sien [17]) en dat die SPN-matrikse met die

kopositiewe matrikse saamval (sien [3]). Simbolies het ons dus

CP,=DN, en SPN,=COP, virallen <4. (1.3)

Figuur 1.1: 'n Voorstelling van die verskillende tipes matrikse

Die volgende is waar ten opsigte van duale van die klasse en die bewyse kan in [2]
gevind word. Die keéls SN, en PSD,, is selfduaal in die ruimte van alle n x n simmetriese
matrikse, dit wil sé

SN; =S8N, en PSD; = PSD,,.

Die keéls COP,, en CP,, is duale van mekaar, en DN,, en SPN,, is duale van mekaar. In
simbole is dit as volg:

COP: =CP,, CP:=COP,
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€1

DN* = SPN,, SPN* = DN,

Vir die volgende belangrike proposisie benodig ons eers 'n definisie. 'n Permutasie-
matriks is 'n n X n matriks wat in elke ry en kolom presies een inskrywing gelyk aan 1

het en die res van die inskrywings is 0.

Proposisie 1.3.16. [18, Proposisie 2.2] Laat A 'n n x n simmetriese matriks wees. Laat
P ’'n permutasiematriks wees en D 'n diagonaalmatriks met positiewe inskrywings. Laat
K enigeen van die keéls SN,,, PSD,,, PD,,, COP,, DN ,, CP, en SPN, aandui. Dan
het ons dat

(a) PTAP € K as en slegs as A € K,

(b) DAD € K as en slegs as A € K.

1.4 Grafiekteorie

In hierdie afdeling verduidelik ons die basiese terme van grafiekteorie en gee die nodige
notasie wat gebruik gaan word, asook 'n paar resultate wat in die tweede hoofstuk benodig
word. Die meeste van die definisies en resultate is verkry uit Diestel [5] en Berman en
Shaked-Monderer [2].

'n Grafiek G is 'n paar G = (V, E) waar V 'n versameling van nodusse is en E
'n versameling van sye tussen die nodusse. Ons gebruik die notasie V = V(G) vir die
versameling van G se nodusse en E = F(G) vir die versameling van G se sye. 'n Sy e
tussen nodusse v en w word aangedui deur e = {v, w} en ons noem v en w die eindpunte
van e. In hierdie studie word slegs die ongerigte grafieke beskou, dit wil sé die sye het nie

rigting nie.

Ons werk slegs met eenvoudige grafieke, dit is, grafieke waarin daar nie meer as
een sy met dieselfde eindpunte is nie en waar daar nie sye van die vorm {v,v} (wat ons
lusse noem) is nie. T'wee nodusse v en w in G word aangrensend genoem as {v,w} 'n
element van E(G) is. Die graad van 'n nodus v is die aantal sye wat vir v as 'n eindpunt
het. As die graad van 'n nodus v nul is, dit wil sé v het geen aangrensende nodusse nie,

dan noem ons v 'n geisoleerde nodus.

'n Wandeling in 'n grafick G van vy tot v, is 'n ry van sye

{vo,v1},{v1,v2}, .., {vm-1,vm}.
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Ons noem 'n wandeling 'n pad as die nodusse vy, ...,v,, verskillend is. Die interne
nodusse van hierdie pad is die nodusse v1,...,v,,_1. n Siklus is 'n pad van vy tot v,,
waar vg = V. n Pad het 'n lengte van £ as daar k£ sye in die pad is, sien Figuur 1.2 vir
'n pad van lengte 4. 'n Siklus met lengte k& word geskryf as C,. Wanneer k onderskeidelik
ewe of onewe is, sé ons dat C, 'n ewe of 'n onewe siklus is. Die Cj3-siklus noem ons 'n
driehoek. 'n Driehoeksvrye grafiek is 'n grafiek waarin daar geen driehoeke is nie. Die
afstand tussen twee nodusse v en w in G is die lengte van die kortste pad tussen v en w

en ons skryf dit as dg (v, w).

2 4

Figuur 1.2: 'n Pad van lengte 4

Definisie 1.4.1. [5] In 'n grafiek G met n > 3 nodusse, word 'n siklus wat deur al n

nodusse van G gaan, 'n Hamilton-siklus genoem.

Ons noem 'n grafieck H 'n deelgrafiek van G, geskryf as H C G, as V(H) 'n
deelversameling van V(@) is en E(H) 'n deelversameling van E(G). Die deelgrafiek van
G geinduseer deur 'n versameling V' C V(G) is die grafiek met nodusse V' en met sye in
E(G) waarvan die eindpunte in V' is. Ons noem s6 'n deelgrafieck van G 'n geinduseerde
deelgrafiek. Die deelgrafiek van G geinduseer deur die nodusversameling V(H ), waar

H C G, noem ons ook soms die deelgrafiek geinduseer deur H.

Laat Gy en G5 twee deelgrafieke van 'n grafiek G wees. Die vereniging G U G5 is die
deelgrafiek van G met nodusversameling V(G;) UV (G3) en syversameling E(G;) U E(G3).
Soortgelyk is die snyding G N G5 die deelgrafiek van G met nodusversameling V(G7) N
V(Gy) en syversameling E(G1) N E(Gy), indien die twee grafieke minstens een nodus met
mekaar gemeen het. As die snyding van die nodusversamelings leeg is, is G1 N G5 slegs

die leé-grafiek.
Ons gebruik die volgende notasie vir 'n grafiek G, nodusse v, uy,us € V(G) en 'n sy

e € E(G)

G — v: die deelgrafiek van G geinduseer deur V(G) \ {v}.
G — e;: die grafiek G waarvan die sy e; verwyder is, sonder om die eindpunte van e; te

verwyder.

15



G + eq: die grafiek waar die sy es = {uy,us} wat nie in G is nie, by G gevoeg word. Daar

is geen verandering aan die nodusversameling nie, omdat u; en us reeds in G was.

'n Grafiek G word samehangend genoem as ons vir enige twee nodusse in G 'n pad kan
kry tussen die twee. As 'n grafiek nie samehangend is nie, sé ons G is onsamehangend.
Elke maksimale samehangende deelgrafieck van G word 'n komponent van G genoem.
Wanneer die grafiek G — v meer komponente as G het, noem ons v 'n snynodus van G.
'n Samehangende deelgrafiek H van G noem ons 'n blok as H geen snynodusse het nie
en maksimaal is met betrekking tot hierdie eienskap. Gevolglik het twee blokke van G

hoogstens een nodus met mekaar gemeen en dit sal 'n snynodus van G wees.

'n Grafiek word volledig genoem as elke nodus aangrensend is aan elke ander nodus.
Die notasie K,, word gebruik vir 'n volledige grafiek met n nodusse. Ons noem ’'n
deelversameling V' C V(@) 'n kliek as die deelgrafiek geinduseer deur V' volledig is. Let
op dat ons ook na die volledige deelgrafiek as 'n kliek verwys. 'n Blok-kliekgrafiek is 'n

samehangende grafiek waarin elke blok 'n volledige grafiek is, sien Figuur 1.3 as voorbeeld.

Figuur 1.3: 'n Blok-kliekgrafiek

'n Koord van 'n siklus in G van lengte langer as 3, is 'n sy e € F(G) waarvan die
eindpunte twee nodusse van die siklus is, maar e is nie self 'n sy van die siklus nie. Ons
noem 'n grafiek G koordaal as elke siklus in G van lengte langer as 3, 'n koord het. Elke
grafiek wat nie 'n geinduseerde siklus met lengte langer as 3 bevat nie, is dus koordaal.
'n Voorbeeld van 'n koordale grafiek is die grafiek 7, wat n — 2 driehoeke bevat met
'n gemeenskaplike basis, n > 3. Sien Figuur 1.4 vir 'n T wat ses nodusse het en vier
driehoeke.

Definisie 1.4.2. 'n Perfekte-eliminasie-ordening is 'n ordening vy,...,v, van die
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Figuur 1.4: T
grafiek G se nodusversameling V(G) s6 dat die versameling
{v; € V(G) | v; is aangrensend aan v;,j > i}

'n kliek is virelke i = 1,...,n — 1.
Die volgende proposisie gee 'n karakterisering van hierdie ordening.

Proposisie 1.4.3. [8, Stelling 6] 'n Grafiek G het 'n perfekte-eliminasie-ordening as en

slegs as G koordaal 1s.

Ons noem 'n samehangende grafiek met geen siklusse nie, 'n boom. Die nodusse in 'n

boom wat 'n graad van 1 het, noem ons blare. Sien Figuur 1.5.

Figuur 1.5: 'n Boom met 4 blare

Die volgende belangrike eienskap word in die tweede hoofstuk benodig.
Proposisie 1.4.4. [9, Stelling 1.14] 'n Boom met n > 2 nodusse het minstens twee blare.

'n Grafiek G word tweeledig genoem as die nodusversameling in 'n partisie gedeel
kan word in twee deelversamelings X en Y, waar elke sy een eindpunt in X het en een in
Y. Gevolglik sal 'n tweeledige grafiek geen onewe siklusse bevat nie. 'n Tweeledige grafiek
waarin elke nodus in X aangrensend is aan elke nodus in Y, word volledig-tweeledig

genoem. Vir elke volledig-tweeledige grafiek is die partisie van die nodusversameling uniek.

Let ook op dat elke pad tweeledig is, aangesien ons elke tweede nodus in die pad die
een versameling kan laat opmaak en die res die ander versameling. Kyk byvoorbeeld in

Figuur 1.2, waar die een deelversameling X = {1, 3,5} is en die ander deelversameling
Y ={2,4}.
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Die volgende twee proposisies is nuttige resultate wat albei deur Shaked-Monderer et

al. in [18] gegee word en dit sal in die tweede hoofstuk benodig word.

Proposisie 1.4.5. [13, Stelling 3.1] 'n Grafiek G het geen onewe siklus met lengte langer

as 4 nie as en slegs as vir elke blok H van G een van die volgende geld:
(a) H is tweeledig, of
(b) H is 'n Ty, of

(c) H bevat hoogstens 4 nodusse.

Opmerking 1.4.6. Deur afsonderlik na alle moontlike blokke met een, twee of drie nodusse
te kyk, is dit duidelik dat 'n blok H met minder as vier nodusse, 6f tweeledig 6f 'n T},
is. As 'n blok H vier nodusse het, dan is daar drie moontlike samehangende grafieke.

Daarvan is een tweeledig, een Ty en die derde een Kjy.

Simmetriese matrikse en ongerigte grafieke word op verskillende maniere met mekaar
in verband gebring. Die aantal nodusse van die grafiek bepaal die grootte van die matriks
en die bestaan al dan nie van sye tussen nodusse ¢ en j bepaal die 7j-inskrywings van die
matriks. In die besonder, met A 'n n X n simmetriese matriks, gebruik ons die notasie

G_1(A) vir 'n grafieck met n nodusse en 'n sy tussen die nodusse i en j as a;; = —1.

Proposisie 1.4.7. [10, Stelling 3.1] Laat A 'n n X n simmetriese +1-matriks wees
met diagonaalinskrywings 1 en sé dat die grafiek G_1(A) samehangend is. Dan is A

positiefsemidefiniet as en slegs as G_1(A) 'n volledig-tweeledige grafiek is.

Bewys. Gestel die matriks A is positiefsemidefiniet en V(G_;(A)) = {1,...,n}. Aangesien
G_1(A) samehangend is, bestaan daar minstens n — 1 sye. Laat {p, ¢} een van hierdie sye
wees, dus is a,; = —1. Beskou 'n vektor * € R" waarvan die p-de en ¢-de inskrywings
gelyk is aan 1 en die res 0. Dan is &7 Az = 0. Daar bestaan n n x n simmetriese matriks
C volgens Stelling 1.3.8(f) s6 dat A = C? en gevolglik is

0=z"Az = (Az,z) = (C*’z,z) = (Cz,Cx).

Dan is Cx = 0 en ook Ax = CCzx = 0. Ons kry hieruit dat ¢f a;, = —1 6f a;; = —1 vir
elke i € {1,...,n} \ {p,q}. Dit beteken elke ander nodus in G_;(A) is aangrensend aan
6f p 6f ¢ (nie aan albei nie). Op sé6 'n manier word V(G_1(A)) in 'n partisie van twee

deelversamelings gedeel:

S, ={v e V(G_1(A)) | v is aangrensend aan p}
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€1

Sy ={v € V(G-1(A)) | v is aangrensend aan ¢}.

Beskou 'n z € S, en 'n y € §; en neem aan y # p. Dan is die hoofdeelmatriks

1 -1 1
Alp,z,yl = [ -1 1 ay
1 ay 1
positiefsemidefiniet as en slegs as a,, = —1. Dus moet z en y aangrensend wees in G_;(A).

Die gevolg hiervan is dat G_;(A) 'n volledig-tweeledige grafiek is met die nodusse in die
partisie S, en S, verdeel.

Omgekeerd, gestel G_1(A) is volledig-tweeledig met die unieke partisie van G_;(A)
waarvan die een versameling k elemente bevat en die ander een n — k elemente. Dan gaan

A, na moontlike permutasies, van die vorm

4 ik —Jkx(n—k)

—Jtn—k)yxk  Jn—k)x(n—k)

wees. Met die berekening van & Az vir 'n willekeurige & € R™, kry ons dat
Az = (v, + ... Fap —2ppr — ... —x0)> > 0.

Dus is die matriks A positiefsemidefiniet. m
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Hoofstuk 2
Voltooiings van matrikse

Hierdie hoofstuk bevat die kerngedeelte van dié studie. Die eerste afdeling gee die algemene
definisies wat in elk van die ander afdelings gebruik gaan word. In die res van die afdelings
beskou ons die voltooiingsprobleme van elk van die klasse van matrikse afsonderlik. Die
hoofstellings wat aan die einde van elke afdeling bewys word, gee 'n karakterisering vir

die betrokke voltooibare matriks.

2.1 Definisies

Definisie 2.1.1. 'n Parsiéle matriks is 'n matriks waarvan party inskrywings moontlik

nie gespesifiseer is nie. Die ongespesifiseerde inskrywings word aangedui met 'n vraagteken.

Let op dat 'n matriks waarvan al die inskrywings gespesifiseer is en 'n matriks met slegs
ongespesifiseerde inskrywings, ook parsiéle matrikse is. In die volgende paar definisies sal
P enige van die klasse PD, PSD, COP, DN, CP of SPN aandui. Ons noem 'n matriks
A 'n P-matriks as A € P.

Definisie 2.1.2. 'n Parsiéle P-matriks is 'n parsiéle matriks waarvan al die ten volle

gespesifiseerde hoofdeelmatrikse P-matrikse is.

Definisie 2.1.3. 'n Voltooiing van 'n parsiéle matriks is 'n matriks wat verkry word
deur die ongespesifiseerde inskrywings te vervang met reéle waardes. Ons noem 'n matriks
waarin daar geen ongespesifiseerde inskrywings is nie, 'n voltooide matriks. 'n Voltooiing
van 'n parsiéle P-matriks A sé dat die voltooide matriks weer 'n P-matriks is, word 'n

P-voltooiing van A genoem.

In hierdie studie beskou ons slegs die parsiéle matrikse waarvan elke diagonaalinskry-
wing gespesifiseer is. Die resultate wat ons hier verkry, geld nie noodwendig in die gevalle

waar daar ongespesifiseerde inskrywings op die diagonaal is nie.
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Definisie 2.1.4. Die spesifikasiegrafiek van 'n n x n parsiéle simmetriese matriks A is
'n grafiek met nodusse {1,2,...,n}, waarin nodusse i en j aangrensend is as en slegs as

it # j en a;; gespesifiseer is.

Definisie 2.1.5. 'n Grafiek GG is P-voltooibaar as enige parsiéle P-matriks A wat G

voorstel, voltooi kan word tot 'n P-matriks.

2.2 Positiefsemidefiniete voltooiing

'n Paar resultate is nodig voordat ons die hoofstelling van hierdie afdeling kan bewys. Ons
begin na die algemene opmerking eers met twee lemmas wat nodig is vir die bewys van

die eerste een van daardie resultate.

Opmerking 2.2.1. Elke nie-diagonaalinskrywing van 'n positiefdefiniete matriks A word in
modulus begrens deur die grootste diagonaalinskrywing van A. Om dit te sien, kyk ons

na enige 2 x 2 hoofdeelmatriks van A. Die feit dat A positiefdefiniet is, gee dat

a .. a ..
det v > 0,
Qij  Gjj

Dit impliseer dat af; < aa;;. Indien ap, = maks;{a;}, sal af; < aza;; < ajy. Dus omdat

agr > 0 (as 'n 1 x 1 hoofdeelmatriks van 'n positiefdefiniete matriks), het ons dat
]aij\ < Agk-

Lemma 2.2.2. [1, Lemma 11.7] 'n Grafiek G is PD-voltooibaar as en slegs as G PSD-

voltooibaar is.

Bewys. (<): Gestel eers dat G PSD-voltooibaar is. Laat A 'n willekeurige parsiéle
PD-matriks wees met spesifikasiegrafiek G. Uit die kontinuiteit van die determinantfunksie
bestaan daar 'n € > 0 s6 dat B = A — el ook 'n parsiéle PD-matriks is, en aangesien die
ongespesifiseerde inskrywings se posisies nie verander het nie, is G ook B se spesifikasie-
grafiek. Uit die definisies is B ook 'n parsiéle PSD-matriks en kan dus voltooi word tot 'n
positiefsemidefiniete matriks wat ons B noem. Omdat die hoofminore van B + €] positief
is uit die kontinuiteitsargument as die hoofminore van B nie-negatief is, en B + €l = A,

sal B+el n PD-voltooiing van matriks A wees. Dus is G PD-voltooibaar.

(=>): Gestel die grafick G met n nodusse is PD-voltooibaar. Laat A 'n n x n parsiéle
PSD-matriks wees met spesifikasiegrafieck G. Ons gaan aantoon dat A 'n PSD-voltooiing
het. Beskou 'n parsiéle matriks B, = A+31 met k > 0 'n heelgetal. Viralle o C {1,...,n}
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s6 dat Ala] en Bi|a] ten volle gespesifiseerde hoofdeelmatrikse van onderskeidelik A en
By, is, volg dit dat

1 1
x! Bi[o]x = 7 (A[a] + EI) x =z’ Ala]z + Ea:Tzc >0

vir alle nie-nul vektore & € Rl®. Dit volg uit die feit dat "« > 0 en dat " Afa]z > 0
omdat Ala] positiefsemidefiniet is. Dus is By 'n parsiéle PD-matriks. Laat Bj, die

PD-voltooiing van By wees vir elke k en laat die diagonaalinskrywings van /BS; en By
(

onderskeidelik voorgestel word deur gg?) en bj];-). Let op dat die inskrywings van E; begrens

is. Beskou naamlik eers die diagonaalinskrywings:

B

JJ

TR _
by | = =

aj; + %' < faj;] + % < lajil +1 = aj; + 1 < maks{a;; + 1}.
Volgens Opmerking 2.2.1 is die nie-diagonaalinskrywings van ka in modulus begrens
deur die grootste diagonaalinskrywing van /BS; en dus ook deur maks;{a;; + 1} volgens
bostaande ongelykhede. Die inskrywings van die /BS; vorm in elke posisie begrensde rye en
dus impliseer die Bolzano-Weierstrass-stelling dat elk van hierdie rye 'n konvergente deelry
het. Dus het die ry van E—matrikse ook 'n konvergente deelry. Gestel dit konvergeer na B.
Uit die kontinuiteit van die determinant kommuteer die limiet met die determinant en dus
is die hoofminore van B nie-negatief. Dan is B 'n PSD-voltooiing van A. Dit geld vir elke
parsiéle PSD-matriks A met spesifikasiegrafiek GG, dit wil sé G is PSD-voltooibaar. n

Ons bewys nou die identiteit wat Sylvester se identiteit genoem word.
Lemma 2.2.3. [1, Lemma 11.9] Vir 'n matriks A € R™"™ meti,j € {1,...,n}, i #j, is
det Adet A(i, j) = det A(7) det A(j) — det A(i|j) det A(j|i). (2.1)
Bewys. Gestel eers A is nie-singulier. Let dan op dat

B 1
~ detA

Cii Cji

A7, jli, J] .
v 77

Y

met C;; = (—1)"*7detA(i]j) die kofaktore van A, dit wil sé

1 [ (=1)%detA(ili)  (—1)7*idetA(j|i)]
detA | (=1)*detA(il7) (—1)¥detA(j]5)

1 det A(ii) (—1)7*'detA(jl7)
detA | (—1)™/detA(ilj)  detA(j]))

A i, jli 5] =
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Neem determinante aan beide kante:

detA(ili)  (=1)7*detA(ji)
(—1)"*7det A(i) detA(j7)

1
detA™'i, jli, 5] = det(detA

)

— <ﬁ) (detA(i]é)det A(j]5) — (—1)**"* det A(i]j)det A(j]i))

= (delt A) (detA(i]i)det A(j]5) — detA(i|j)det A(j]i)). (2.2)

Jacobi se identiteit vir determinante (Proposisie 1.1.1) gee dat

C1r . o detA(d, g4, )
detA™? =0l

et A7 (i, jli, J] Jotd
Vergelyk hierdie uitdrukking met (2.2). Dan kry ons die volgende:

detA(i, jli, j)

detA (det A) (detA(ili)det A(j|j) — det A(i|j)det A(j])).

Hieruit volg die vergelyking (2.1).
Gestel nou A is singulier. Volgens die kontinuiteitsargument bestaan daar 'n € > 0 s6

dat die matriks A + el nie-singulier is. Omdat die determinant 'n kontinue funksie is, sal

det(A + el) det(A + €I)(i, jli, )
= det(A + €I)(i]i) det(A + eI)(j|7) — det(A + el)(i|j) det(A + eI)(j]7)

na die gewensde resultaat (2.1) neig wanneer € na nul neig. O

Die volgende resultaat wys dat enige parsiéle PSD-matriks met een paar ongespesifi-

seerde inskrywings voltooibaar is.

Lemma 2.2.4. [1, Lemma 11.10] As A 'n parsiéle PSD-matriks is met slegs een paar
ongespesifiseerde inskrywings, dan het A 'n PSD-voltooiing.

Bewys. Laat G die spesifikasiegrafiek van A wees, waar A 'n parsiéle PSD-matriks is.
Soos in die tweede deel van die bewys van Lemma 2.2.2 kan ons matrikse B konstrueer
wat parsiéle PD-matrikse is met ongespesifiseerde inskrywings in dieselfde posisies as A.
In daardie lemma het ons aangetoon dat die PD-voltooibaarheid van die By impliseer dat
A PSD-voltooibaar is. Ons mag dus sonder verlies van algemeenheid aanvaar dat A 'n
parsiéle PD-matriks is. Ons toon dan aan dat G PD-voltooibaar is, en gevolglik sal G
volgens Lemma 2.2.2 PSD-voltooibaar wees, dit is, A het 'n PSD-voltooiing. Ons mag

aanneem volgens Proposisie 1.3.16 dat die ongespesifiseerde inskrywings van A op die 1n-
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en nl-posisies is. Laat B die simmetriese matriks wees waarvoor die 4j-inskrywing gelyk
aan A se ij-inskrywing is as daar 'n sy {7,j} in G is en andersins noem ons dit b;;. Dan
het ons

det B(1|n) = (—=1)"by,det B(1,n|1,n) + «, vir een of ander a.

Omdat A 'n parsiéle PD-matriks is, is det B(1,n|1,n) = detA(1,n|1,n) > 0. Indien beide

A T Kty ons dat

by, en b, nou gespesifiseer word as (—1)" B

det B(1|n) =

1)t (—1)n a det B(1.n|1
( ) ( ) detB(l,n“.,n) e ( Jn‘ 77’7,)"—06

= (-1)*"a+a

= 0.
Gebruik nou (2.1) in Lemma 2.2.3 en die feit dat B simmetries is:

det B(1)det B(n) — (det B(1jn))” _ det B(1)det B(n)

det B =
¢ det B(1,n) det B(1,n)

Die leidende hoofminore van orde kleiner as n van A, en dus van B, is positief aangesien
A 'n parsiéle PD-matriks is. Dus is detB(1) > 0 en detB(n) > 0 en gevolglik is die
determinant van B positief. Die matriks B is dus positiefdefiniet omdat al die leidende
hoofminore positief is, maar dan kan enige parsiéle PD-matriks A met spesifikasiegrafiek
G voltooi word tot 'n PD-matriks. Die grafiek GG is dus PD-voltooibaar. O

Die volgende twee lemmas is gegee as oefeninge in [2] en ons bewyse is gebaseer op die

oplossings in [1].

Lemma 2.2.5. [1, Lemma 11.5] Laat G # K, 'n koordale grafiek wees met n nodusse.

Dan bestaan daar 'n sy e wat nie 'n sy van G is nie so dat G + e ook koordaal is.

Bewys. Laat vy, ..., v, n perfekte-eliminasie-ordening van V' (G) wees. Laat i die grootste
getal wees s6 dat die deelgrafick geinduseer deur {v;, v;41,...,v,} nie volledig is nie. So
n v; bestaan omdat G nie volledig is nie. Dan bestaan daar 'n v; wat nie aangrensend
is aan v; nie, met j > 7. Nou stel ons e = {v;,v,;}. Die ordening vy,...,v, is ook 'n

perfekte-eliminasie-ordening van G + e. Dus is die grafiek G + e koordaal. m

Lemma 2.2.6. [I, Lemma 11.4] Laat G ’'n koordale grafiek wees en veronderstel daar
is 'ne € E(G) met G — e ook koordaal. Dan vorm die eindnodusse v; en v; van sy e,

saam met die gemeenskaplike aangrensende nodusse van v; en vy, 'n maksimale kliek in
die grafiek G.

Bewys. In die gevalle waar daar geen (ondersk. slegs een) nodus bestaan wat aangren-

send aan beide v; en v; is, vorm die nodusse v; en v; (ondersk. v; en v; saam met die
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gemeenskaplike nodus) 'n maksimale kliek in G. Indien daar twee of meer nodusse bestaan
wat aangrensend is aan beide v; en v;, laat ¢ en u twee sulke nodusse wees. Die nodusse
{vi,v;,t,u} induseer 'n Cy-grafiek in G — e as t en u nie aangrensend is nie. Dit is egter
teenstrydig met die feit dat die grafiek G — e koordaal is. Dus moet ¢ en u aangrensend
wees.

Die deelgrafiek geinduseer deur die nodusse v;, v; en al die nodusse aangrensend aan
beide, is dan 'n kliek in G. Die kliek is maksimaal omdat daar geen kliek bestaan waarin

hierdie kliek eg bevat is nie. Dus is die eindnodusse van e deel van 'n maksimale kliek. [

Ons benodig die volgende hulpresultaat in die bewys van die hoofstelling in hierdie

afdeling. Dit word as voorbeeld in [2] gegee.

Lemma 2.2.7. [2] Laat B 'n k x k parsiéle PSD-matriks soos volg wees, met k > 3:

11 72 oo oo 20
1 1 1 ? ?
71 1

B=|: 7 ?
: 1 17
? ? 1 11
0 7 oo o 7 1 1]

Dan is B nie PSD-voltooibaar nie.

Let op dat B se spesifikasiegrafiek 'n siklus van lengte k& is. Die bewys word nou gegee.

Bewys. Beskou eers 'n ander matriks wat PSD-voltooibaar is:

Q

I
K8 = =
— =
— =8

Die determinant van C'is —(1 — )% en vir C' om positiefsemidefiniet te wees, moet ons hé:
—(1—1)*>0.

Dit kan slegs waar wees wanneer z = 1.
Dus kan ongespesifiseerde inskrywings van B vervang word met 1 deur die 3 x 3
hoofdeelmatrikse een-vir-een te beskou. Die gevolg hiervan is dat die voltooiing van B 'n 0

in die 1k- en kl-posisies het met 'n 1 in al die ander posisies. Die hoofdeelmatriks BJ[1, 2, k|
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van B is egter nie positiefsemidefiniet nie en die matriks B is dus nie PSD-voltooibaar

nie. O

Ons is nou gereed om 'n karakterisering van die PSD-voltooibare grafieke as hoofstelling

van hierdie afdeling te bewys. Ons volg die bewys soos in [2].
Stelling 2.2.8. /8, Stelling 7] 'n Grafiek is PSD-voltooibaar as en slegs as dit koordaal is.

Bewys. Ons bewys dat die voorwaarde nodig is deur die kontrapositief te bewys. Gestel
grafiek G is nie koordaal nie. Dan bestaan daar 'n geinduseerde siklus met lengte k£ > 3. Die
matriks B in Lemma 2.2.7 het hierdie siklus as spesifikasiegrafiek. Laat A 'n simmetriese
parsiéle matriks wees waarvan G die spesifikasiegrafiek is en wat B as hoofdeelmatriks
bevat. Omdat B nie voltooi kan word tot 'n positiefsemidefiniete matriks nie, kan A ook
nie. Dus is G nie PSD-voltooibaar nie.

Omgekeerd, gestel G is 'n koordale grafiek met n nodusse. Deur herhaalde gebruik

van Lemma 2.2.5 kan ons 'n ry koordale grafieke
Go=G,Gy,....G, =K,

kry waar die volgende grafiek verkry word deur een sy by te voeg. Laat i enige van
1,2,...,m —1 wees, laat ¢ = {p, ¢} die sy wees in G;;; wat nie in G; is nie en noem die
maksimale kliek in G;; wat vir e bevat, K. Daar bestaan 'n K volgens Lemma 2.2.6.
Laat A; 'n parsiéle matriks wees waarvan G; die spesifikasiegrafiek is. Omdat K — e in
G is, het die parsiéle hoofdeelmatriks, B; van A;, wat ooreenstem met K, slegs een paar
ongespesifiseerde inskrywings. Dus volgens Lemma 2.2.4 kan B; tot 'n positiefsemidefiniete
matriks voltooi word. Hierdeur word die pg- en gp-posisies van A; gespesifiseer. As ons
hierdie metode gebruik en met 'n parsiéle PSD-matriks Ay begin wat spesifikasiegrafiek

Gy het, kan dit induktief stapsgewys voltooi word tot 'n volledige PSD-matriks A,,. [

2.3 Kopositiewe voltooiing

In die kopositiewe geval, toon ons nou aan dat elke parsiéle kopositiewe matriks voltooibaar
is. Die eerste twee hulpresultate beskou die geval waar 'n simmetriese matriks slegs een
paar ongespesifiseerde inskrywings het; die eerste in die kopositiewe geval en die tweede

in die streng kopositiewe geval.

Proposisie 2.3.1. [11, Stelling 1] Beskou nn xn parsiéle COP-matriks A wat sé verdeel

is:
a ul ?

A= |u B wv|, (2.3)
?7 ol b
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met B € R=2x(=2) "4 4 € R"2 en a,b reéle skalare. Dan is A met s in die ongespesi-

fiseerde inskrywings, ‘n kopositiewe matriks vir alle s > v/ ab.

T

a u s
Bewys. Beskou A= |u B wv|. Let op dat ons weet die hoofdeelmatrikse
s vl b
a u’ B w
A = . Bl o7 , B, [a] en [b}

is kopositief en dus is a,b > 0. Neem aan dat s > v/ab, dus is s > 0. Ons toon aan dat A
x

kopositief is. Laat € = | ¢y | > 0 willekeurig wees, waar y € R"2 en z,x, € R. Omdat
Tn

uly 'n skalaar is, is yTu = (u’y)T = uTy en dus het ons

a ul s| |z
el Ax = [:pl y” xn} u B v| |y
s vl bl |,

= a2’ +y' By +b2? + 2sz13, + 201y u + 22,y 0. (2.4)

Ons bewys die stelling deur na vier gevalle afsonderlik te kyk: yTu > 0, y"v > 0, yTu < 0

en yTv < 0. Eerstens, as y u > 0, kry ons omdat & 'n nie-negatiewe vektor is en a > 0,
uit (2.4) dat

0
x’ Ax > y' By + ba? + 2z,y" v = [0 yl xn} Aly| = [yT wn} A, Y > 0. (2.5)
Ty,
Tn

Soortgelyk kry ons ook dat A kopositief is vir die tweede geval waar yTv > 0.

Vir die laaste twee gevalle, let op dat as x, = 0, dan is

T
!l Ax = |:£L'1 yT Oi| A y| = a&:% -+ yTBy + 2$1yT’U,;
0
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en as r1 = 0, dan is

0
xl Ax = [0 y? xn] Aly| =y"By +b22 + 2z,y"v.

Ln

Albei hierdie uitdrukkings is nie-negatief omdat die tweede een geskryf kan word soos in

(2.5) en die eerste een soortgelyk. Definieer nou twee funksies:
f(x1) = az] + 221y"u + y" By, (2.6)

€1
g(z,) = br? + 2z,y v + y' By. (2.7)

Let op dat f(x;) > 0 vir alle z; > 0 en g(z,,) > 0 vir alle z,, > 0. Gestel nou y’u < 0.
Dan sal a # 0, want anders sal die funksie f 'n reguitlyn met 'n negatiewe helling wees,
wat teenstrydig is met die feit dat f(z;1) > 0 vir alle ; > 0. Dus is f 'n parabool en

a > (0, weereens omdat f nie-negatief is vir alle 1 > 0. Die funksie f bereik sy minimum

T
-2 > 0 en dus sal

T a7 2 T T,.\2
Oﬁf( yu):“( yu) +2( y_u>yT“+yTBy=yTBy_(y uy
a a

inx; =

a a

Op 'n soortgelyke wyse kan ons ook vir die geval waar y?v < 0 die minimum waarde van

die funksie g gebruik om aan te toon dat

v)
b

(y

y' By — > 0. (2.8)

Beskou nou die geval waar albei van y?u < 0 en yTv < 0 geld. Ons mag aanneem dat

yTu>yT'v
Va2

Dus sal die ongelykheid (2.8) vir beide y"u < 0 en y"v < 0 geld. As s > v/ab, dan word

(2.9)
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die gelykheid (2.4):

' Ax > az?+y"By +b2? + 2Vabxx, + 20197 u + 20,y" v

ary; + Ln + axr Ln
1 Yy Yy 1 \/_ \/_

T

T
> (Vaz + \/l_msn)Z +y" By + Qﬁxly—\/g + 2\/533”% (gebruik (2.9))

T
= (Vaz + \/l_)xn)2 +2(Vaz, + \/l—mn)% +y' By
T

- i (5

> (\/Exl + Vb, + %) (gebruik (2.8))

Gevolglik het ons dat &7 Az > 0. Ons het nou bewys dat A 'n kopositiewe matriks is vir
alle s > vab. O

Ons kry dieselfde resultaat in die streng kopositiewe geval, soos die volgende proposisie

sal toon.

Proposisie 2.3.2. [11, Stelling 1] 'n Parsiéle streng kopositiewe matriks A wat verdeel is
so0s in (2.3), is voltooibaar tot 'n streng kopositiewe matriks met s > v ab, waar s die

ongespesifiseerde inskrywings is.

Bewys. Beskou dieselfde skryfwyse van matriks A as in die bewys van Proposisie 2.3.1,

T
a u
aangesien die bewys soortgelyk is. Dan is die hoofdeelmatrikse A; = B en
u
B v o .
Ay = T streng kopositief; a,b > 0 en dus is s > 0. Laat
v

X1
z=|y| >0
Tn
As yTu > 0, dan kry ons soos in (2.5) vir [y] > 0 dat
xn
x’ Az > [yT xn} A 1Y >0
Tn

Soortgelyk kry ons ook dat Az > 0 vir £ > 0 as yTv > 0.

29



Gestel nou yTu < 0. Aangesien & > 0, geld vir die funksie f soos gedefinieer in (2.6)

dat f(x1) > 0 vir alle z; > 0. Deur die punt waar f sy minimum bereik, in te stel, kry

T 2
JTBy - YW
a

ons weer dat

As yTv <0, kry ons op dieselfde wyse, met g soos gedefinieer in (2.7), dat

(y"v)?

0.
b >

y' By —

Wanneer die gevalle y"u < 0 en y?v < 0 gesamentlik beskou word, kry ons vir s > vab,

uit die berekeninge in die bewys van Proposisie 2.3.1, dat

T 2 T 2
xl Ax > ( az1 + Vb, + u) - (u) +yTBy > 0.
> | Vax, 7 7 y By

Die matriks A is dus streng kopositief vir alle s > v/ab. O]

Opmerking 2.3.3. Die waarde vab is die grootste ondergrens vir die ongespesifiseerde
inskrywing wat ons in die algemeen kan vind in beide die kopositiewe en die streng
kopositiewe gevalle. Om dit te wys, kyk ons eers na die kopositiewe geval. Beskou 'n

matriks en 'n vektor

1 -1 S T
A= -1 1 -1 ]|,xz=1]1],
s —1 1 1

waar x1 € Ry baie klein is. Dan kry ons dat

xl Ax = 23 + 271(s — 1). (2.10)
Let op dat
1 -1 2
-1 1 -1
7 -1 1

'n parsiéle COP-matriks is. Vir A om kopositief te wees, moet 7 Az > 0 en gevolglik vir
'n klein genoeg z; > 0, moet s — 1 > 0, anders word =7 Az < 0. Dus moet s > 1. Dit
is dan 'n voorbeeld waar 'n groter ondergrens as v ab = 1 nie sou lei tot 'n kopositiewe

voltooiing nie. Vir die streng kopositiewe geval beskou ons die matriks A + €/, met 'n
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e > 0. Dit is duidelik dat
1+e¢ -1 ?
-1 1+4+e€¢ -1
? -1 1+4c¢€

'n parsiéle streng COP-matriks is. Uit (2.10) het ons dan dat

2l(A+exe = Az +ex’x
= 224+ 27(s— 1)+ e(14+ 1427
= 27+ 2x1(s — 1) + ex] + 2e.

Vir x; en ¢ klein genoeg sal (A + el)x dus slegs positief wees as s > 1. Ons kry dus
dat A 4 el vir s < 1 = V/ab nie streng kopositief is nie.

Die hoofstelling vir hierdie afdeling word nou gegee en bewys. Dit sé dat elke parsiéle
COP-matriks A COP-voltooibaar is. Deur van die vorige twee proposisies gebruik te
maak, bewys ons dat A voltooi kan word deur elke paar ongespesifiseerde inskrywings in

die pg- en gp-posisies te vervang met n getal groter of gelyk aan ,/@,,G4q-

Stelling 2.3.4. [11, Stelling 2] As A 'n n x n parsiéle COP-matriks (ondersk. streng
COP-matriks) is, dan kan A wvoltooi word tot 'n kopositiewe matriks (ondersk. streng

kopositiewe matriks).

Bewys. Laat A 'n n x n parsiéle COP-matriks (ondersk. streng COP-matriks) wees.
Beskou 'n paar ongespesifiseerde inskrywings in die ij- en ji-posisies van A. Stel dié
inskrywings gelyk aan ,/a;a;;. Beskou die k x k hoofdeelmatriks A[a] van A, waar a 'n
versameling is wat bestaan uit ¢, j en k — 2 ander getalle uit {1,...,n}, s6 dat Ala] geen
ongespesifiseerde inskrywings het nie. Dan is A[a] vir k € {2,...,n} 'n kopositiewe matriks
(ondersk. streng kopositiewe matriks) volgens Proposisie 2.3.1 (ondersk. Proposisie 2.3.2).
Ons mag aanneem dat die ongespesifiseerde inskrywings waarmee ons besig is, in die
1k- en kl-posisies van die matriks A[«] is, deur Proposisie 1.3.16 te gebruik. Pas hierdie
metode op elke paar ongespesifiseerde inskrywings in A toe totdat A ten volle gespesifiseer

is. Dan is A kopositief (ondersk. streng kopositief). O
Uit Stelling 2.3.4 kry ons die volgende nuttige gevolg.

Gevolg 2.3.5. [11, Gevolg 3] Laat A 'n kopositiewe matriks (ondersk. streng kopositiewe
matriks) wees. As B die matriks is waar elke paar inskrywings a,, en ag, van A met
s vervang s, waar s > \/Applqeq, dan is B ook 'n kopositiewe matriks (ondersk. streng

kopositiewe matriks).
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Die volgende resultaat word benodig in die afdeling oor SPN-voltooiings; dit word
egter hier bygevoeg aangesien dit sé 'n noue verband het met die manier waarop 'n parsiéle

COP-matriks voltooi word tot 'n kopositiewe matriks.

Lemma 2.3.6. [18, Proposisie 2.9] Laat A 'n n x n kopositiewe matriks wees. Dan kry

ons dat
(a) as a; =0 vir 'n sekere i, dan is a;; > 0 vir elke j # i; en

(b) as a; =1 vir elke i, dan is a;; > —1 vir elke i, j.

Bewys. Laat A 'n n x n kopositiewe matriks wees en laat A[i, j] 'n willekeurige 2 x 2
hoofdeelmatriks van A wees, waar 1 < 4,7 <n, ¢ # j. Ons bewys nou dat een van die
volgende geld:

;05 — afj >0 of a;; > 0. (2.11)

Deur die eerste ongelykheid in (2.11) op te los, kry ons dat
Qjj 2 —+/Cii0j;

en dan volg (a) en (b) daaruit. Indien die eerste ongelykheid nie geld nie, dan impliseer
die tweede ongelykheid in (2.11) die gevalle (a) en (b) direk.
Omdat elke hoofdeelmatriks van A kopositief is, het ons dat A[i, j] kopositief is. Dus

M

2 2
= 2] + 2047102 + aj;75

x
kry ons vir 'n nie-negatiewe vektor = [ 1] met z; > 0, dat
T2

Qi Q5

0 < zTAli,jlz = [xl x2} [

@ij G

= (ZZ'Z'.CE% + 2&@'7537% + ajjt233%
= x%(a” + 2aijt + @jjt2>7
waar t = i—f Dus is die funksie
f(t) = ajt® + 2a;t + a; > 0

vir alle t > 0. Let op dat a; > 0 en a;j; > 0 uit die kopositiwiteit. Gestel nou a;; < 0. As

aj; = 0, dan bestaan daar 'n ¢ € R waarvoor f(t) < 0 vir alle ¢ > ¢. Dus is a;; > 0. Die
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funksie f het sy minimum in ¢ = % > 0 en gevolglik is
¥

2] 1) 2] 1]
0§f< ):ajj<—2)+2aij< )‘FCLM:CLZ'Z‘——.
Jj g Jj Jj

Oftewel aja;; — af; > 0. Dus geld a;; > 0 of aa;; — a; > 0. O

2.4 Volledig-positiewe voltooiing

Eerstens gee ons 'n resultaat wat die verband tussen 'n blokmatriks en sy blokke weergee

in terme van volledig-positiwiteit.

Lemma 2.4.1. [6, Lemma 1] Laat A 'n n x n matriks wees en B 'n.-m x m matriks. Dan

18 die blokmatriks
A On xXm

OmX?’L B

c R(n+m) X (n+m)

volledig-positief as en slegs as beide A en B wvolledig-positief is.

Bewys. Gestel matrikse A en B is volledig-positief. Dan bestaan daar nie-negatiewe
matrikse C' € R™* en D € R™**2 sodat A = CCT en B = DD”. Gevolglik is

q T
A On><m o COT 0n><m - C Onxkg O 07‘L><k2
Om><n B 0m><n DDT Omxkl D Omxkl D
c oo, A O]
Omdat “F | ook nie-negatief is, is “™ | yolledig-positief.
mxki Om><n B i

OTLX'I’)’L

Omgekeerd, gestel is volledig-positief. Dus bestaan daar 'n nie-

mXxn

negatiewe matriks C' € R >k 56 dat

A Owonl _ e
Verdeel C in blokke C; € R™*k1 (C, € R™*2 Oy € R™* % en Cy € R™**2 waar k = ky +ko,
c, C
sédat C = | ' ?|. Dusis
3 Oy
T
A On><m - Cl CQ C’1 CV2
Omxn B Cs Cy| |C5 C4f 7
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waaruit volg dat

a=la oo GQ}T

en

T
B = [03 04] [03 04] )
met [Cl CQ} en [03 04} nie-negatief. Dus is A en B volledig-positief. m

Die volgende proposisie impliseer dat ons slegs samehangende grafieke in hierdie

afdeling hoef te beskou.

Proposisie 2.4.2. [2, Opmerking 2.12] 'n Grafiek G is CP-voltooibaar as en slegs as al

G se komponente CP-voltooibaar is.

Bewys. Indien G samehangend is, volg die ekwivalensie dadelik omdat G uit slegs een

komponent bestaan. Neem aan G is onsamehangend en
G=G,UGU-- UGy,

waar elke (G; maksimaal samehangend is. G; is dus G se komponente.

Gestel nou G is CP-voltooibaar. Laat A 'n parsiéle CP-matriks wees met spesi-
fikasiegrafiek GG. Dan kan elke (parsiéle) hoofdeelmatriks van A voltooi word tot n
volledig-positiewe matriks. In die besonder dus ook die hoofdeelmatrikse wat ooreenstem
met die G;’s. Dit geld vir al die parsiéle CP-matrikse met spesifikasiegrafiek G. Dus is
die komponente GG; van G CP-voltooibaar vir elke 1 <17 < k.

Vir die omgekeerde, gestel elke G; is CP-voltooibaar. Laat A 'n parsiéle CP-matriks
wees met spesifikasiegrafiek GG. Voltooi die hoofdeelmatrikse wat ooreenstem met elke

G; tot volledig-positiewe matrikse A; vir alle 1 < ¢ < k. Dan beskou ons 'n parsiéle

blokmatriks A:

Al ? ?
~ 2 A
A= 2 :
?
? 7 A

waar 7 blokke van ongespesifiseerde inskrywings aandui. Volgens Lemma 2.4.1 sal A
volledig-positief wees indien ons elke ongespesifiseerde inskrywing voltooi met 'n nul.
Omdat A volledig-positief is as en slegs as A volledig-positief is uit Proposisie 1.3.16,
bestaan daar dus 'n CP-voltooiing vir A. Dit geld vir enige parsiéle CP-matriks met
spesifikasiegrafiek GG, dus is G CP-voltooibaar. n
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Soos by positiefsemidefiniete matrikse, benodig ons ook grafiekteorie vir die karakteri-
sering van CP-voltooibare matrikse. Die volgende lemma word gebruik in die bewys van
ons hoofstelling. In die bewys van die lemma word die bekende feit gebruik dat 'n boom
met meer as een nodus ten minste twee blare besit (sien Proposisie 1.4.4). Die resultaat

van Lemma 2.4.3 word as 'n oefening gegee in [2] en ons volg die bewys in [12].

Lemma 2.4.3. Laat G 'n samehangende grafiek wees wat nie ‘'n blok is nie. Dan het G

ten minste twee blokke wat elk slegs een snynodus van G bevat.

Bewys. Laat G 'n samehangende grafiek wees. Vir G om nie 'n blok te wees nie, moet G
ten minste een snynodus hé. Vorm nou 'n blok-snynodus-grafiek H van G deur blokke G;
en snynodusse x; van G onderskeidelik voor te stel as nodusse v; en w; van H, en waar
daar 'n sy tussen twee nodusse v; en w; in H is as ; n nodus is van die blok G;. Dit is
maklik om te sien dat H 'n boom is. Omdat G ten minste een snynodus het, sal H uit
meer as twee nodusse bestaan en dus soos vroeér genoem, sal H ten minste twee blare he.
Die nodusse wat blare in H is, sal blokke in GG voorstel en aangesien 'n blaar slegs een
aangrensende nodus het, sal daardie nodus 'n snynodus van G voorstel. Gevolglik het G

minstens twee blokke wat elk slegs een snynodus van G bevat. O]
Ons bewys nou die hoofstelling van hierdie afdeling.

Stelling 2.4.4. [0, Stelling, bl.89] 'n Samehangende grafiek G met n nodusse is CP-

voltooibaar as en slegs as G 'n blok-kliekgrafiek is.

Bewys. Laat G 'n samehangende CP-voltooibare grafiek wees met n nodusse. Gestel G is
nie 'n blok-kliekgrafiek nie. Vanweé die feit dat CP,, C PSD,, mag ons aanneem dat GG
koordaal is, want indien nie sal daar vir 'n parsiéle CP-matriks met spesifikasiegrafiek G,
wat ook dus 'n parsiéle PSD-matriks is, geen PSD-voltooiing bestaan nie (Stelling 2.2.8)
en gevolglik ook nie 'n CP-voltooiing nie. Aangesien alle samehangende grafieke met
3 of minder nodusse blok-kliekgrafieke is, moet G meer as 3 nodusse hé. Die enigste
samehangende koordale grafiek met 4 nodusse, maar wat nie 'n blok-kliekgrafiek is nie, is
Ty. Dus sal G 'n geinduseerde T; moet bevat. T}y is egter nie CP-voltooibaar nie. Dit kan

gesien word deur die volgende parsiéle CP-matriks te beskou:

24

S O VN
S O 00 v
S O O O

A se spesifikasiegrafiek is T;. As A voltooi word tot A deur ? met enige z > 0 te vervang,
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is
det A = —108(z + 2)% < 0,

en dus is A nie DN-voltooibaar nie. Daar bestaan ook nie 'n CP-voltooiing vir A nie vanweé
die feit dat CP,, = DN, vir alle n < 4 (sien (1.3)). Gevolglik is G nie CP-voltooibaar nie.

Omgekeerd, gestel GG is 'n blok-kliekgrafiek. Laat A 'n parsiéle CP-matriks wees
met spesifikasiegrafiek G. Ons gebruik induksie op die aantal blokke waaruit G' bestaan.
As G 'n kliek is, dit wil sé uit een blok bestaan, dan is A 'n ten volle gespesifiseerde
volledig-positiewe matriks. As G uit twee blokke bestaan, dan kan ons A nd moontlike

permutasies neem as

B b ?
A=1b" 1 |, (2.12)
7?7 ¢ C

waar 7 'n blok ongespesifiseerde inskrywings voorstel. Die hoofdeelmatrikse

B b T

bT

1 ¢

A p—
! c C

en Ay = (2.13)

is volledig-positief. Daarom bestaan daar nie-negatiewe vektore

Bj

w;

€ R?

€R? en yj:[

met p+q—1=ns6 dat Ay = 3" zx] en Ay = 377 y,y]. Deur met (2.13) te
vergelyk, kry ons vir A; dat

B b L [viviT aivi]
- => L (2.14)
b' 1 —~ o] of
en vir As dat
1 | & : fjw;
= - (2.15)
c C o Biw; wjw;
Definieer nou die vektore
5]"01'

zij = | viralle 1 <1 <mq, 1 <5 <ms.

;W
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Dan kry ons die volgende:

532’01"0? 5]2%‘%‘ Oéz‘vzﬂjij

oY S 2 T 202 2 T
E Zijz;; = E ﬁjaifvi aiﬁj O[,L-/ijj ,
i, i T 2 2 T

J T Bjwjav; of Bjw, Q;w w;

en deur nou oor die inskrywings te sommeer en (2.14) en (2.15) te gebruik, kry ons dat

B b bc
Z zijzh=|b" 1
. e ¢ C

Omdat z;; > 0 uit sy konstruksie, is hierdie matriks volledig-positief. Dit wil sé A is
CP-voltooibaar, dus is 'n grafiek met twee blokke CP-voltooibaar. Gestel nou 'n grafiek GG
met k£ blokke is CP-voltooibaar. Nou beskou ons 'n grafiek G met k + 1 blokke. Gebruik
Lemma 2.4.3 en gestel G; is 'n blok in GG wat slegs een snynodus van G bevat. Noem die
snynodus v. Uit die induksieaanname weet ons dat die deelgrafiek van G wat geinduseer

word deur die versameling nodusse
S= V(&) \V(Gy)) u{v},

CP-voltooibaar is. Voltooi dan die hoofdeelmatriks van A wat met hierdie grafiek oor-
eenstem en gebruik Proposisie 1.3.16 om 'n 1 in die posisie regs onder te kry; noem dit
Ai. Neem die hoofdeelmatriks van A met spesifikasiegrafiek G; en kry op 'n soortgelyke
wyse 'n 1 in die posisie links bo. Noem die matriks dan A,. Let op dat Ay ten volle
gespesifiseer is aangesien GGy 'n blok is van G' wat 'n blok-kliekgrafiek is. Ons het nou 'n
matriks in dieselfde vorm as A in (2.12) waar die hoofdeelmatrikse A; en Ay ooreenstem
met dié in (2.13). Soos voorheen kan ons aantoon dat hierdie A voltooibaar is tot 'n

volledig-positiewe matriks. O]

Gevolg 2.4.5. 'n Grafiek G is CP-voltooibaar as en slegs as elke komponent van G 'n
blok-kliekgrafiek is.

Ons noem hier dat die voltooiingsprobleem vir dubbel-nie-negatiewe matrikse dieselfde
oplossing het as vir volledig-positiewe matrikse volgens [6], dit wil sé 'n grafiek G is
DN-voltooibaar as en slegs as G 'n blok-kliekgrafiek is. Die bewys hierbo kan maklik

aangepas word vir hierdie geval.
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2.5 SPN-voltooiing

Let op dat vir 'n n x n positiefsemidefiniete matriks P waarvoor p; = 1 vir elke 1 <17 < n,

geld dat die 2 x 2 hoofminore van die vorm 1 — p?j > 01is viri # j. Dus is
_1<py <l (2.16)

Die volgende lemma toon aan dat daar 'n ontbinding vir 'n SPN-matriks, met 1 as
diagonaalinskrywings, as 'n som van 'n positiefsemidefiniete en 'n nie-negatiewe matriks

is, waarin die diagonaalinskrywings van 1 in die positiefsemidefiniete matriks behou word.

Lemma 2.5.1. [18, Lemma 3.1] Laat A 'n n x n SPN-matriks wees waar die diagonaalin-
skrywings 1 1s. Dan bestaan daar ‘n positiefsemidefiniete matriks P met diagonaalinskry-

wings 1 en 'n nie-negatiewe matriks N met diagonaalinskrywings 0, so dat A= P + N.

Bewys. Laat A = B 4+ C 'n ontbinding vir matriks A wees, waar B positiefsemidefiniet
en C nie-negatief is. As ons N = C' — D stel waar D 'n n x n diagonaalmatriks is met
inskrywings

Cij ast=]

0 asi+#j,
dan is NV ook nie-negatief met diagonaalinskrywings 0. Beskou die matriks P = B + D.
Let op dat P positiefsemidefiniet is omdat &’ Px = &’ Bx + 2" Da > 0 vir elke £ € R"

dij =

en ons kry dat
A=(B+D)+(C—-D)=P+N.

Omdat n;; =0 vir alle 1 <i <mn, is p; = a;; = 1. O
Let op dat as a;; = —1 vir 'n sekere 7 en j, dan is p;; = —1 en n;; = 0. Dit volg vanweé

die feit dat A = P+ N en die ongelykheid (2.16) waaruit ons kry dat —1 < p;; < a;; = —1.

Ons wys in die volgende lemma dat as daar 'n SPN-matriks is met elke inskrywing
kleiner of gelyk aan 1, dan kan die inskrywings wat gelyk aan 1 is, vervang word met
enige getal groter as 1 en die resulterende matriks sal steeds 'n SPN-matriks wees. Die

idee word in baie ander bewyse gebruik wat ons nog sal teé¢kom.

Ons definieer die volgende vir 'n n x n simmetriese matriks A:
A =min{A, J},

waar J gedefinieer is op bladsy 3. Dit beteken dat elke inskrywing van A dus van bo

begrens is deur 1 en ook voldoen aan a;; < a;;.
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Lemma 2.5.2. [18, Lemma 8.2] Laat A 'n n x n simmetriese matriks wees met 1 as

diagonaalinskrywings. Dan is A 'n SPN-matriks as en slegs as A 'n SPN-matriks is.

Bewys. Gestel A is 'n SPN-matriks. Dan het A volgens Lemma 2.5.1 'n ontbinding
A = P+ N met P positiefsemidefiniet, N nie-negatief en p;; = 1, n;; =0 viralle 1 <7 < n.
Uit die ontbinding volg dat a;; > p;; en ons het p;; <1 uit (2.16). Gevolglik kry ons dat

Dij S min{aij, ]_} = gLZ]

Dus bestaan daar 'n n x n nie-negatiewe matriks M sodanig dat a;; = p;; + m;; vir alle
1 <14,7 <n. Dit is, A=P+ M, en gevolglik is A 'n SPN-matriks.

Omgekeerd, gestel A is 'n SPN-matriks. Dan bestaan daar 'n positiefsemidefiniete
matriks P en 'n nie-negatiewe matriks /N s6 dat A =P+ N. Vanweé die feit dat a;j > Ay,

kry ons dat daar 'n nie-negatiewe matriks M bestaan sé dat
A=A+M=P+N+M.

Die matriks N + M is ook nie-negatief en dus is A 'n SPN-matriks. O

Die volgende hulpresultaat word later benodig by die voltooiing van T),-grafieke. Let
op dat SPN in die lemma vervang kan word met kopositief omdat SPAN3 = COP; (sien
vergelyking (1.3)).

Lemma 2.5.3. [18, Lemma 3.3] Laat A 'n 3 x 3 simmetriese matriks wees met a; = 1

virt=1,2,3. Dan is A 'n SPN-matriks as en slegs as A die volgende vorm het:

1 —cosf —cos¢
A= |—cost 1 —coso| , (2.17)

—cosé —coso 1
waar 0,&, ¢ € [0,7] en 0 +& + ¢ > 7.

Bewys. Gestel eers dat A 'n SPN-matriks is met diagonaalinskrywings 1. Die matriks
A s volgens Lemma 2.5.2 ook SPN. Dus kry ons dat A kopositief is vanweé die feit
dat SPN3 = COP; (sien vergelyking (1.3)); dit word later in die bewys gebruik. A
kan geskryf word as A = P+ N soos in Lemma 2.5.1, met P positiefsemidefiniet en
N nie-negatief. Uit die ontbinding en die ongelykheid (2.16) kry ons die ongelykheid
a;; > pi; > —1. Onthou dat @;; < 1 volgens A se definisie en dus is
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Omdat die negatief van die kosinus-funksie alle waardes tussen —1 en 1 bereik op [0, 7],
het A dus die vorm (2.17), waar 0,&,¢ € [0, 7. Let op dat die een-eenduidigheid van die
funksie — cost vir t € [0, 7] beteken dat 6,&, ¢ uniek is. Ons moet nou die ongelykheid
0+ &+ ¢ > mbewys. Gestel § + & + ¢ < w. Volgens Proposisie 1.3.13 is A dan
nie SNJ-onontbindbaar nie. Daar bestaan dus 'n kopositiewe matriks B met dieselfde
diagonaalinskrywings as A, en dus as A4, s6 dat A > B. As B nie SN 9-onontbindbaar is

nie, kan ons deur herhaling van hierdie metode 'n dalende ry
B>DB1>By> ...

van kopositiewe matrikse B; kry waar elkeen nie SA/S-onontbindbaar is nie. Let op dat

die ry van onder begrens is deur die matriks

1 -1 -1
—1 1 -1
-1 -1 1

aangesien 'n 3 x 3 kopositiewe matrikse nie kleiner inskrywings as —1 kan hé nie (sien
vergelykings (1.3) en (2.16)). Dus het die ry 'n kleinste element By, wat as gevolg van
die volledigheid van R™ en die monotone konvergensiestelling, weer kopositief is. Dus kan
ons aanneem dat B SNg-onontbindbaar is en ons weet dat b; = 1 vir i = 1,2,3. Deur

Proposisie 1.3.13 op B toe te pas, volg dan dat daar getalle 6',¢’, ¢’ € [0, 7] bestaan sé dat

1 —cos® —cos¢
B = |—cost 1 —cos ¢ |,

—cos& —cos¢ 1
met @/ + & + ¢ = . Omdat A > B, is
—cosf > —cosf', —cosé > —cos€ en —cosgp > —cosq.

Ons weet ook dat — cost 'n stygende funksie vir ¢t € [0, 7] is. Gevolglik is 0 > ', £ > ¢
en ¢ > ¢ en dan kry ons dat

O+E+op >0+ + ¢ =n

wat teenstrydig is met die aanname.

Omgekeerd, gestel nou A is soos in (2.17), met 6,&,¢ € [0,7] en 6 + € + ¢ > 7. Ons
bewys dat A 'n SPN-matriks is vir twee gevalle. Gestel eerstens dat 6 + £ + ¢ = 7. Dan
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het ons £ =1 — (0 + ¢) en dus is — cos& = cos(f + ¢). Die matriks A kan gevolglik soos
in [4] se vergelyking (7) geskryf word as

T T
—cosf| | —cost sin 6 sin 6

A= 1 1 +1 0 0 : (2.18)
—cos@| |—coso —sing| |—sing

en volgens Stelling 1.3.8(h) is A dus positiefsemidefiniet. Omdat a;; > & vir alle
1,7 = 1,2,3, bestaan daar 'n nie-negatiewe matriks N s6 dat A = A+ N. Dusis A'n
SPN-matriks.

Gestel tweedens 0 + £ + ¢ > 7. Dan bestaan daar 'n 6 € [0,7] met 6 < & waarvoor
0++ ¢ =m. (Indien £ = 0, kan ons met behulp van 'n geskikte permutasiematriks P en
Proposisie 1.3.16 dieselfde resultaat kry.) Dan sal die matriks

1 —cosf) —cosd
B = |—cosf 1 —cos ¢
—cosd —coso 1

positiefsemidefiniet wees soos hierbo vir A bewys is. Die feit dat —cost¢ 'n stygende
funksie vir ¢t € [0, 7] is, impliseer dat —cosd < —cos&. Gevolglik is A> B, dus bestaan
daar weer 'n nie-negatiewe matriks M sé dat A=B+ M. Ons kry dat A 'n SPN-matriks
is en dus ook A, uit Lemma 2.5.2. n

Uit die vorige twee lemmas kry ons dat 'n 3 x 3 SPN-matriks met diagonaalinskrywings
1, waarvan die res van die inskrywings nie groter as 1 is nie, van die vorm (2.17) sal wees.
Ons bewys die volgende lemma om tesame met Proposisie 1.4.7 'n belangrike resultaat

in verband met die grafiek G_1(A) te verkry. Dit word as 'n gevolg né die lemma gegee.

Lemma 2.5.4. [18, Lemma 3.4] Laat A 'n n X n positiefsemidefiniete matriks wees met
a; = 1 vir alle i en laat die grafieck G_1(A) samehangend wees. Dan het A 'n rang van 1

en A is 'n £1-matriks.

Bewys. Laat G_1(A) 'n samehangende grafiek wees met A positiefsemidefiniet en met
1 as diagonaalinskrywings. Neem aan dat die maksimale hoofdeelmatriks van A wat 'n
rang van 1 het, van orde m is. Daar bestaan s6 'n matriks met 1 < m < n omdat die
diagonaalinskrywings van A, dit is, die 1 x 1 hoofdeelmatrikse, 1 is, en wat natuurlik rang
1 het. Gestel nou m < n. Ons bewys 'n teenstrydigheid. Op grond van Proposisie 1.3.16
mag ons aanneem dat

B=A[l,...,m)]
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die maksimale een is met rang 1. Omdat B, as hoofdeelmatriks van A, positiefsemidefiniet
is van rang 1, bestaan daar dus 'n vektor z € R™ s6 dat B = xx”. Let op dat 2? = a; = 1

vir alle 1 <17 < m, dit wil sé x; = £1 en dus is B 'n +1-matriks. Beskou

T
Allyom+1)= |7 y] , (2.19)
Yy 1

waar y € R™. Die matriks A en elke hoofdeelmatriks van A is positiefsemidefiniet, dus

kry ons uit Proposisie 1.3.10 met o« = {1,...,m}, dat
rang A[l,...,m|l,...,m+ 1] =rang A[l,...,m|l,...,m] = 1.

Gevolglik bestaan daar 'n ¢ € R s6 dat y = cz. Omdat die grafiek G_;(A) samehangend
is, moet die nodusversamelings {1,...,m} en {m+1,...,n} van G_1(A) met ten minste
een sy verbind wees, dit wil s¢ a;; = =1 vir'n1<i<menm+1<j<n. Ons mag
aanneem dat ¢ = 1 en j = m + 1, dit is, die eerste inskrywing van y is —1. Danisc=1

of ¢ = —1, sodat y = . Ons kry dan met behulp van

T
T _ . _
T = : [1:1 xm] = [mlm xmw]

ITm
dat die matriks in (2.19) nou gelyk is aan

zx’ “+x
+x7 1

T1E ToX ... Ty T
+r, £x9 ... *z, 1

Dan volg dit dat A[1,...,m + 1] ook 'n rang van 1 het en 'n +1-matriks is. Dit vorm 'n
teenstrydigheid met ons aanname, dus het ons dat m = n, dit wil sé A is 'n +1-matriks

met rang 1. 0
Lemma 2.5.4 en Proposisie 1.4.7 lei tot die volgende baie nuttige gevolg.

Gevolg 2.5.5. As A 'n positiefsemidefiniete matriks is met diagonaalinskrywings 1 en

met die grafieck G_1(A) samehangend, dan is G_1(A) 'n volledig-tweeledige grafiek.

Ons kry ook die volgende resultaat, wat op 'n latere stadium benodig word, met behulp

van Lemma 2.5.4.

Lemma 2.5.6. [18, Lemma 3.5] Laat A = (a;;) 'n simmetriese matriks wees so dat die

diagonaalinskrywings 1 is, a;; > —1 vir alle i, j en die grafiek G_1(A) samehangend. Dan
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is A 'n SPN-matriks as en slegs as beide die volgende geld: G_1(A) is 'n tweeledige grafiek

en a;; > 1 vir alle i, j waarvoor die lengte de_,(a(i,j) ewe is.

Bewys. Gestel Ais 'n nxn SPN-matriks met a;; > —lena; = 1virelke1 <+¢,57 <n. Dan
bestaan daar 'n ontbinding A = P+ N soos in Lemma 2.5.1 met P positiefsemidefiniet en
N nie-negatief. Die kommentaar na Lemma 2.5.1 gee dan dat G_1(A) € G_1(P). Omdat
G_1(P) ook n nodusse moet hé en G_;(A) samehangend is, is G_1(P) ook samehangend.
Nou kan ons Lemma 2.5.4 en Gevolg 2.5.5 gebruik. Dus is P 'n £1-matriks en G_;(P) is
volledig-tweeledig. Laat X en Y die twee unieke deelversamelings van V(G _1(P)) wees
wat die versameling V' (G_1(P)) in 'n partisie deel. Dan sal daar vir i,7 € X of i,j € Y,
dit is, vir dg_,(4)(4,7) ewe, nie n sy {4,j} in die grafiek G_;(P) wees nie, met ander
woorde, ons het p;; = 1. Let op dat G_;(A) tweeledig is omdat dit 'n deelgrafiek van 'n
volledig-tweeledige grafiek is met dieselfde partisie van nodusse soos G_;(P). Ons kry
dan ook dat a;; > p;; = 1 vir 'n ewe lengte dg_,(a)(4, j).

Omgekeerd, gestel die samehangende grafiek G_;(A) is tweeledig, a;; > —1 vir alle
1 <45 <nenay > 1viralle 4,5 s6 dat dg_,(a)(i,7) ewe is. Die feit dat G_;(A)
samehangend is, impliseer dat daar 'n unieke partisie van V(G_1(A)) bestaan; noem die

twee onafhanklike versamelings X en Y. Definieer nou 'n n x n matriks P met inskrywings

1 as i,7€ X of i,jeY
Dij =

-1 asieX,jeY of ieY, jeX.
Dus is P 'n simmetriese £1-matriks met p; = 1 vir alle 1 < ¢ < n. Ons kry ook
uit die partisie van V(G_1(A)) dat die grafiek G_;(P) volledig-tweeledig is. Gevolglik
s¢ Proposisie 1.4.7 dat P 'n positiefsemidefiniete matriks is. Omdat a;; > p;; vir alle
1 < 4,7 < n uit die aanname en uit die wyse waarop P gedefinieer is, bestaan daar 'n
nie-negatiewe matriks N sodanig dat A = P + N en dus is A 'n SPN-matriks. O

Die volgende hulpresultaat word benodig vir die daaropvolgende lemma:

Lemma 2.5.7. [18, sien Lemma 4.1] Laat A 'n nXxn parsiéle SPN-matriks wees waarvoor
die eerste m diagonaalinskrywings gelyk aan 0 is. Dan is 'n voltooiing A wvan A n
SPN-matriks as en slegs as die eerste m rye en kolomme van A nie-negatief is en die
hoofdeelmatriks Ajm + 1,...,n] 'n SPN-voltooiing van Alm +1,... n] is.

Bewys. Gestel 'n voltooiing A van A is 'n SPN-matriks. Omdat SPN,, C COP,., het
ons volgens Lemma 2.3.6 dat a;; > 0 vir al die inskrywings in die eerste m rye en
kolomme van A. Dit is triviaal dat A[m + 1,...,n] n voltooiing is van Alm +1,...,n].
Elke hoofdeelmatriks van 'n SPN-matriks is SPN en gevolglik is g[m +1,...,n] ook 'n
SPN-matriks.

43



Omgekeerd, gestel nou die eerste m rye en kolomme van Ais nie-negatief en die
hoofdeelmatriks Afm + 1,...,n] is 'n SPN-voltooiing van A[m + 1,...,n]. Daar bestaan
dus 'n positiefsemidefiniete matriks ) en 'n nie-negatiewe matriks M met orde van n —m

s6 dat g[m+ 1,...,n] = Q+ M. Konstrueer twee n X n matrikse P en N soos volg: stel
Pm+1,...,n]=0Q en N[m+1,...,n]=M,

en laat die res van P se inskrywings nul wees en die res van N se inskrywings dieselfde as
A se ooreenstemmende inskrywings. Dan is P positiefsemidefiniet en N nie-negatief uit
die aanname. Dus is A = P + N 'n SPN-matriks. O

Met die volgende lemma toon ons aan dat dit slegs nodig is om SPN-voltooibaarheid
vir die parsiéle SPN-matrikse met diagonaalinskrywings 1 en met gespesifiseerde nie-
diagonaalinskrywings in die interval [—1,1] te bewys. Ons beskou dan ook verder in

hierdie afdeling slegs die SPN-voltooibaarheid van sulke matrikse.

Lemma 2.5.8. [18, Lemma 4.1] 'n Grafiek G met n nodusse is SPN-voltooibaar as en
slegs as elke parsiéle SPN-matriks A met spesifikasiegrafiek G, diagonaalinskrywings 1 en

gespesifiseerde nie-diagonaalinskrywings a;; € [—1, 1] vir alle i, j, SPN-voltooibaar is.

Bewys. (=): Dit is triviaal aangesien elke parsiéle SPN-matriks met spesifikasiegrafiek
G SPN-voltooibaar is en dus ook dié met diagonaalinskrywings 1 en gespesifiseerde
nie-diagonaalinskrywings in die interval [—1, 1].

(<=): Gestel elke parsiéle SPN-matriks met spesifikasiegrafiek GG, met diagonaalin-
skrywings 1 en gespesifiseerde nie-diagonaalinskrywings a;; € [—1, 1], is SPN-voltooibaar.
Ons wys dat enige parsiéle SPN-matriks met spesifikasiegrafiek G SPN-voltooibaar is deur
na drie gevalle te kyk.

(a) Laat A eerstens 'n willekeurige parsiéle SPN-matriks wees met a;; = 1 vir alle i
en spesifikasiegrafiek G. 'n Voltooiing vir A word nou gekonstrueer uit die voltooiing
van 'n matriks wat SPN-voltooibaar is. Laat A’ 'nn x n parsiéle matriks wees, waar die
inskrywings soortgelyk aan A verkry word: vervang die gespesifiseerde inskrywings groter
as 1 met 1 en laat die ongespesifiseerde inskrywings van A weer ongespesifiseerd wees.
Volgens Lemma 2.5.2, en vanweé die feit dat al die ten volle gespesifiseerde hoofdeelmatrikse
van A SPN-matrikse is, weet ons dat A'n parsiéle SPN-matriks is met spesifikasiegrafiek
G. Let op dat A se inskrywings nie kleiner as —1 is nie uit Lemma 2.3.6(b) en die feit dat
SPN, C COP,. Ons kry dan dat A’ se inskrywings in die interval [—1,1] 1é en gevolglik
voldoen A’ aan die aanname, dit wil sé A’ is SPN-voltooibaar. Laat B die SPN-voltooiing

van A’ wees met B = P+ N , P positiefsemidefiniet en N nie-negatief. Definieer 'n n x n
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matriks A met inskrywings:

a;; as{i,j} € E(G)
bij as {i,j} & E(G).

CLZ'j =

Ons sien dat a;; > b;;. Dus bestaan daar 'n nie-negatiewe matriks M sé dat
A=B+M=P+ (N +M).

Dan is A 'n SPN-matriks en 'n SPN-voltooiing van matriks A.
(b) Laat A tweedens 'n willekeurige parsiéle SPN-matriks wees met a;; > 0 vir alle ¢

en spesifikasiegrafiek G. Laat D 'n n X n diagonaalmatriks wees met

op die hoofdiagonaal. Dan is die matriks DAD, waar die posisies wat ongespesifiseerde
inskrywings in A het weer ongespesifiseerd is, 'n parsiéle SPN-matriks volgens Proposi-
sie 1.3.16, en omdat die ongespesifiseerde inskrywings in dieselfde posisies bly, is DAD se

spesifikasiegrafiek ook G. Die diagonaalinskrywings van DAD is

() e () =

en dus is DAD volgens die (a)-gedeelte van die bewys SPN-voltooibaar. Laat B die
SPN-voltooiing van DAD wees. Dan is die matriks D~'BD~! = (aj;) SPN volgens

Proposisie 1.3.16, en omdat die inskrywings

Qg5 as {Z,]} c E(G)
V@b as {i,j} ¢ B(G),

is D~'BD~! 'n SPN-voltooiing van A.

(c) Laastens, laat A 'n willekeurige parsiéle SPN-matriks wees met m nul diagonaal-
inskrywings, m < n, en met spesifikasiegrafiek G. Volgens Proposisie 1.3.16 kan ons
aanneem dat dit die eerste m diagonaalinskrywings is, dit is, agx =0 vir k =1,...,m.
Dus, omdat SPN,, C COP,, is die gespesifiseerde nie-diagonaalinskrywings a;; > 0 in
die eerste m rye en kolomme, volgens Lemma 2.3.6(a). Laat B nou die n x n matriks
wees waarvan A se m nul-diagonaalinskrywings met 1 vervang is. Dus is B 'n parsiéle
SPN-matriks met

biy=1 vir 1<i<m
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en
b >0 vir 14+m<i<n.

Ons kry dan dat B SPN-voltooibaar is volgens die (b)-gedeelte. Laat B die SPN-voltooiing
van B wees. Nou laat ons A die n x n matriks wees wat ons verkry deur B se eerste m
diagonaalinskrywings weer met 0 te vervang, en elke negatiewe nie-diagonaalinskrywing
wat moontlik in die eerste m rye en kolomme voorkom, met enige nie-negatiewe getal.

Die matriks A is dus 'n voltooiing van A en omdat Afm +1,...,n] = Bm+1,...,n] 'n
SPN-voltooiing van Ajm + 1,...,n] = Blm+1,...,n] is, is A uit Lemma 2.5.7 SPN. [

Let op dat elke grafiek wat ons hierna beskou samehangend is aangesien 'n grafiek

SPN-voltooibaar is as en slegs as elke komponent SPN-voltooibaar is [18].

Lemma 2.5.9. [18, Lemma 4.3] Laat 'n grafiek G met n nodusse SPN-voltooibaar wees.
Dan is elke geinduseerde deelgrafiek van G SPN-voltooibaar.

Bewys. Laat G SPN-voltooibaar wees met V(G) = {1,...,n}. Laat H enige geinduseerde
deelgrafiek van G wees, sé H word geinduseer deur die nodusse {1,...,m}, m < n. Beskou
enige m x m parsiéle SPN-matriks A met spesifikasiegrafiek H. Konstrueer 'n n x n
parsiéle matriks B met spesifikasiegrafiek G deur n — m rye en kolomme by A te voeg.

Stel die nuwe n — m diagonaalinskrywings gelyk aan 1 en die inskrywings
a; =0 as {i,j} € E(G) \ E(H), i # j.

Die res van die inskrywings laat ons as ongespesifiseerd. Die bykomende ten volle
gespesifiseerde hoofdeelmatrikse van B is SPN-matrikse, omdat dit 6f identiteitsmatrikse

is, of blokmatrikse van die vorm

A [Oé] Okl X k2]

Okz X k:l Ik;z

waar o C {1,...,m}. Aangesien A[a] 'n SPN-matriks is, kan ons bostaande blokmatriks
skryf as 'n som van 'n positiefsemidefiniete matriks en 'n nie-negatiewe matriks deur
gebruik te maak van Ala] se ontbinding. Volgens die aanname is B dus SPN-voltooibaar
tot B. Dan is E[l, ..., m] die SPN-matriks wat A voltooi. Gevolglik is H SPN-voltooibaar.
Dit geld vir enige geinduseerde deelgrafiek van G. m

Die volgende lemma gee 'n belangrike resultaat oor die SPN-voltooibaarheid van die
blokke van 'n grafiek en word benodig in die bewys van die hoofstelling van hierdie

afdeling.
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Lemma 2.5.10. [18, Lemma 4.4] Laat G ’'n grafiek met n nodusse wees en laat Gy en
Go deelgrafieke van G wees sé dat G1 U Gy = G en G1 NGy = {v}, waar v 'n snynodus
van G is. Dan is G SPN-voltooibaar as en slegs as G1 en Gy SPN-voltootbaar is.

Bewys. Gestel G is SPN-voltooibaar. Omdat GG; en G5 slegs 'n snynodus in gemeen het
en die vereniging weer grafiek G gee, is G; en GG geinduseerde deelgrafieke van G. Dus is
G1 en Gy ook SPN-voltooibaar volgens Lemma 2.5.9.

Omgekeerd, gestel Gy en Gy is SPN-voltooibaar. Laat A 'n willekeurige n x n parsiéle
SPN-matriks wees met spesifikasiegrafiek G' en met diagonaalinskrywings 1. Neem aan
die nodusse van G is s6 benoem dat V(G1) = {v1,...,v,} en V(G2) = {vp, ..., v,} met
Uy = v. Dan is A[l,...,m] en A[m, ..., n| parsiéle SPN-matrikse met spesifikasiegrafieke
(G en G5 onderskeidelik. Volgens die aanname is albei matrikse SPN-voltooibaar. Gestel
A, is die SPN-voltooiing van A[l...,m| en Ay die SPN-voltooiing van A[m,...,n]. Daar

bestaan dus volgens Lemma 2.5.1 ontbindings
A1:P1—|—N1 en A2:P2—|—N2,

waar P, P, positiefsemidefiniet is, met 1 as diagonaalinskrywings, en Ny, Ny nie-negatief
met 0 as diagonaalinskrywings. Nou gebruik ons die twee positiefsemidefiniete matrikse

om 'n nuwe n X n PSD-voltooibare parsiéle matriks P te konstrueer. Stel
P[l,...,m]=P, en P[m,...,n|= P,

en laat die res van die inskrywings van P as ongespesifiseerd. Hierdie P is dus 'n parsiéle
PSD-matriks. Laat H die spesifikasiegrafiek van P wees. Gevolglik is H 'n samehangende
grafiek met 2 blokke wat albei kliekgrafieke is; dit wil sé 'n blok-kliekgrafiek, en dus
koordaal. Volgens Stelling 2.2.8 is P PSD-voltooibaar tot 'n positiefsemidefiniete matriks

wat ons P noem. Konstrueer ook m n x n nie-negatiewe matriks N deur
N[1,...,m] =Ny, Nm,...,n] =N,

en die res van die inskrywings gelyk aan 0 te stel. Dan is A=P+Nn SPN-voltooiing
van A en G is dus SPN-voltooibaar volgens Lemma 2.5.8. O]

Die volgende drie resultate gee die nodige voorwaardes vir 'n grafiek G om SPN-
voltooibaar te wees waar G elke keer verskillende eienskappe het. Elkeen speel 'n rol in

die bewys van die hoofstelling van hierdie afdeling.

Lemma 2.5.11. [18, Lemma 4.5] Die grafiek T,, met n > 3 is SPN-voltooibaar.
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Bewys. As n = 3, dan is dit triviaal dat die grafiek SPN-voltooibaar is, aangesien
T3 = K3. Gestel n > 4. Laat A 'n willekeurige n x n parsiéle SPN-matriks wees met die
spesifikasiegrafiek T, en met diagonaalinskrywings 1. Neem aan dat dit nodusse v; en
v is wat aangrensend aan elke ander nodus is, en let op dat daar geen ander sye is nie.
Omdat elke ten volle gespesifiseerde hoofdeelmatriks A[a] van A SPN is, het Afa] die

vorm (2.17) vir elke Ala] van orde 3 volgens Lemma 2.5.3. Dus is

1 —cos) —cos& - - —cosfn_
—cosf 1 —COS¢p3 -+ -+ —COSQ,
I —cos&s  —cos g3 (1? 7 ? | (2.20)
?
—cos&, —coso, ? cee 7 1

waar 0,&;,¢; € [0,7] en 0 + & + ¢; > 7 vir elke i = 3,...,n. Omdat —cosp < 1 vir alle
¥, volg dat A = A en dus het A die vorm (2.20). Kies nou & € [0,&] en ¢, € [0, ¢;] s6
dat 0 + & + ¢, = 7 vir elke i = 3, ..., n. Beskou

1 —cosf —cosé&; oo - —cos&),
—cosf 1 —cos¢ly -+ -+ —cos¢,
—cos&,  —cos ¢l 1 [EEE ?
pP—
?
?
—cos¢, —cos ¢, ? cee 7 1

Soos in Lemma 2.5.3 kan elke 3 x 3 hoofdeelmatriks van A ontbind word as (2.18), n
som van rang-1l-matrikse, en is dus positiefsemidefiniet. Elke hoofdeelmatriks van 'n
positiefsemidefiniete matriks is weer positiefsemidefiniet en daarom is P 'n parsiéle PSD-
matriks met spesifikasiegrafiek 7,,. Onthou dat T,, 'n koordale grafiek is en dus is P
PSD-voltooibaar volgens Stelling 2.2.8. Laat P die PSD-voltooiing van P wees. As ons A
se ongespesifiseerde ij-inskrywings vervang met Psei j-inskrywings en die resulterende
matriks A noem, dan het ons 'n voltooiing vir A. Omdat — cos 'n stygende funksie op

[0, 7] is, kry ons dat
—cos& < —cos& en  — cos ¢ < —cos gy,

en gevolglik is A > P. Daar bestaan dus 'n nie-negatiewe matriks N sé dat A=P+N
en gevolglik is A ’n SPN-matriks. O]
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Lemma 2.5.12. [18, Lemma 4.6] Laat G 'n samehangende grafiek met n nodusse wees
wat geen geinduseerde driehoeke bevat nie. Dan is G SPN-voltooibaar as en slegs as G

tweelediqg is.

Bewys. Gestel G is SPN-voltooibaar. Laat A 'n parsiéle matriks met spesifikasiegrafiek
G wees waar a; = 1 viralle 1 <i <nena; = —1as {i,j} € E(G). Die ten volle

gespesifiseerde hoofdeelmatrikse van A kan slegs

1] ot [_1 —1]

wees, aangesien enige ten volle gespesifiseerde hoofdeelmatrikse van orde 3 'n driehoek
in G sal voorstel. Dus is A 'n parsiéle SPN-matriks en trouens 'n parsiéle PSD-matriks
omdat die hoofdeelmatrikse determinante van 1 of 0 het. Volgens die aanname bestaan

daar 'n SPN-voltooiing A van A. Vir elke 1 <1,7 <nisay; > —1 omdat enige 2 x 2

i

van A nie positiefsemidefiniet sal wees vir enige ¢ < —1 nie en gevolglik ook nie SPN

hoofdeelmatriks

nie omdat daar nie 'n ontbinding sal bestaan in 'n positiefsemidefiniete matriks en 'n
nie-negatiewe matriks nie. Aangesien die gespesifiseerde inskrywings in A gelyk aan —1

is, sal G C G_1(A) en gevolglik is die grafiek G_;(A) ook samehangend. Lemma 2.5.6 gee
dan dat G_I(Av) tweeledig is en dus is die deelgrafieck G ook tweeledig.

Omgekeerd, gestel grafiek G is tweeledig. Konstrueer 'n n x n positiefsemidefiniete
+1-matriks P, soos in die bewys van Lemma 2.5.6, s6 dat G_;(P) volledig-tweeledig is.
Die samehangendheid van G gee dat P uniek is. Let op dat vir elke sy {7,j} in G sal
geld dat p;; = —1. Laat A enige parsiéle SPN-matriks wees met spesifikasiegrafiek G,
a; = 1 vir elke 1 <4 < n en die gespesifiseerde inskrywings a;; € [—1,1]. Laat N die

n X n simmetriese matriks wees met inskrywings

a; +1 as{i,j} € E(G)
0 as {i,7} ¢ E(G).

nij =

Omdat a;; +1 > 0 wanneer die sy {7,j} in G is, is N 'n nie-negatiewe matriks. Dan
isA=P+NenAis'n SPN-voltooiing van A. Gevolglik is G SPN-voltooibaar uit

Lemma 2.5.8. O

Lemma 2.5.13. [18, Lemma 4.7] Laat G 'n grafiek wees wat 'n Hamilton-siklus bevat

en wat n nodusse het, waar n > 5 onewe is. Dan is G SPN-voltooibaar as en slegs as G
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volledig is.

Bewys. (<=): Gestel G is volledig. Enige parsiéle SPN-matriks met spesifikasiegrafiek GG
is reeds ten volle gespesifiseerd en dus 'n SPN-matriks.

(=): Bewys dat die voorwaarde nodig is deur die kontrapositief te bewys. Gestel die
grafiek is nie volledig nie. Laat C' 'n Hamilton-siklus van G wees. Konstrueer 'n n x n

simmetriese parsiéle matriks A met inskrywings

-1 as{i,j} € EC),
a;j =41 as{i,j} € E(G)\ E(C), of as i = j,

? andersins.

Die spesifikasiegrafiek van A is dus G. Eerstens wys ons nou dat A 'n parsiéle SPN-
matriks is. Beskou dus enige ten volle gespesifiseerde hoofdeelmatriks Afa] van A, met
a C{1,...,n}. Met betrekking tot die grafiek G_;(A[a]), kry ons drie gevalle:

(i) As Ala] = J, dan is Ala] 'n SPN-matriks omdat ons Ala] = P + N kan stel waar
P geneem word as 'n nulmatriks en N as Ala].

(ii) As Ala] # J en G_1(A[a]) is samehangend, dan kry ons dat G_;(A[«a]) 'n pad
is vanweé die feit dat die —1-inskrywings van A[a] slegs die sye in C' voorstel. Omdat
G egter nie volledig is nie, is A[a] hoogstens van orde n — 1. Enige pad is tweeledig en
dus het ons ook dat die ij-inskrywing van Afa] gelyk is aan 1 as dg_, (a[a))(4,7) ewe is.
Gevolglik kry ons uit Lemma 2.5.6 dat Ala] SPN is.

(iii) Gestel Ala] # J en G_1(Ala]) is nie samehangend nie, dit wil sé daar is disjunkte
paaie en/of geisoleerde nodusse. Dan het Ala] +1-hoofdeelmatrikse wat ooreenstem met
die paaie in G_1(A[a]) en wat SPN is volgens gedeelte (ii) en die res van die inskrywings
is 1 omdat die paaie nie aan mekaar verbind is nie. Laat B nou 'n |a| x |o| matriks
wees waarvan die hoofdeelmatrikse wat die paaie in G_;(A[a]) voorstel, dieselfde is
as A se hoofdeelmatrikse en met die res van die nie-diagonaalinskrywings as 0. Die
diagonaalinskrywings van B is 1 en gevolglik is B 'n direkte som van SPN-matrikse en
dus SPN. Laat B = P + N met P positiefsemidefiniet en N nie-negatief. Ons weet ook

dat Ala] > B. Dan bestaan daar 'n nie-negatiewe matriks M s6 dat
Ala] =B+ M =P+ (N + M).

Die matriks Ala] is dus ook SPN.
Ons het nou aangetoon dat elke Aa] 'n SPN-matriks is, dit wil sé A is 'n parsiéle
SPN-matriks. Laat A nou enige voltooiing van A wees. Omdat die deelgrafiek C' van

G4 (ﬁ) 'n onewe siklus is, kan die grafiek G_; (Z) nie tweeledig wees nie. Uit Lemma 2.5.6
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volg dan dat A nie 'n SPN-matriks is nie. Daar is dus minstens een parsiéle SPN-matriks
met inskrywings in die interval [—1, 1] wat nie SPN-voltooibaar is nie. Gevolglik is die
grafiek G nie SPN-voltooibaar nie. m

Ons is nou gereed om die hoofstelling van hierdie afdeling te bewys. Resultate van
voorafgaande lemmas word hiermee saamgevoeg en uitgebrei tot 'n karakterisering van

SPN-voltooibare matrikse.

Stelling 2.5.14. [18, Stelling 4.8] Vir 'n grafiek G met n nodusse is die volgende bewerings

ekwivalent:

(a) G is SPN-voltooibaar.
(b) Elke onewe siklus in G induseer 'n volledige deelgrafiek van G.

(¢) Elke blok van G is df volledig, df tweeledig, of 'n Ty-grafiek.

Bewys. (a)=-(b): Gestel G is SPN-voltooibaar en laat C' enige onewe siklus in G wees met
m nodusse. As m = 3, dan is C' = K3 en gevolglik 'n volledige deelgrafiek van G. Gestel
m > b, waar m onewe is. Volgens Lemma 2.5.9 is die deelgrafiek H van G geinduseer
deur V(C') ook SPN-voltooibaar. Omdat H 'n siklus deur al sy nodusse het, dit is, 'n
Hamilton-siklus bevat, is H volledig volgens Lemma 2.5.13.

(b)=(c): Vir hierdie gedeelte neem ons aan dat elke onewe siklus in G 'n volledige
deelgrafiek van G induseer. Beskou 'n blok G; van G met m nodusse en wat nie tweeledig
of 'n T} is nie. As ons Proposisie 1.4.5 gebruik, kry ons dat 6f m < 4 6f m > 4 en
GG; bevat 'n onewe siklus met lengte 5 of langer. In die geval waar m < 4, weet ons
dat G; = K, uit die opmerking na Proposisie 1.4.5 en gevolglik is G; volledig. Gestel
m > 4 en dat G; 'n onewe siklus met lengte van minstens 5 bevat. Dus induseer die
onewe siklus 'n volledige deelgrafiek van G; volgens ons aanname. Laat K 'n maksimale
volledige deelgrafiek van G; wees en gestel K # G;. Hiermee bewys ons 'n teenstrydigheid.
Die blok G; is samehangend en dus kan ons m sy {u,v} in G; kry met u € V(K) en
v e V(G;) \ V(K). Ons wil bewys dat daar 'n onewe siklus met lengte 5 of langer deur v
is. Ons weet dat G; — u ook samehangend is omdat (&; geen snynodusse van (&; bevat nie
en gevolglik bestaan daar 'n nodus w € V(K) \ {u} met 'n pad P, van lengte [ > 1 van v
na w waarvan nie een van die interne nodusse in K lé nie. Omdat K volledig is en ten
minste 5 nodusse het, bestaan daar vir elke z € V(K) \ {u,w} paaie P, en Py van w na u
deur die nodus x, met lengtes onderskeidelik 2 en 3. Vorm nou 'n siklus: begin by die sy
tussen u en v, dan volg ons eers die pad P; tot by w en daarna P, of P tot terug by u.
Kies P, of P3 s6 dat hierdie siklus in G; met lengte

141+2 of 1+41+3,
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onewe is. Nou weet ons volgens die aanname dat die deelgrafiek van G; geinduseer deur
die nodusse van hierdie siklus, volledig is. Dus is die nodus v aangrensend aan elke ander
nodus in die siklus, maar dit geld vir elke x € V(K) \ {u,w}, dit wil sé¢ v is aangrensend
aan elke nodus in die grafiek K. Nou is die deelgrafiek van G;, wat geinduseer word deur
V(K)U{v}, volledig. Ons het egter aangeneem dat K die maksimale volledige deelgrafiek
van G; is. Die teenstrydigheid gee dat K = G; en dus is G; 'n volledige grafiek.
(c)=(a): Gestel laastens dat elke blok van G 6f volledig, 6f tweeledig, 6f 'n T is.
Beskou die verskillende soorte blokke G; van GG afsonderlik. Die volledige blokke is triviaal
SPN-voltooibaar. Die blokke wat tweeledig is, is SPN-voltooibaar volgens Lemma 2.5.12
en die Ti-blokke is SPN-voltooibaar volgens Lemma 2.5.11. Elke blok van G is dus
SPN-voltooibaar. Neem aan dat (G; en G5 'n snynodus van G in gemeen het. Dus sal
die vereniging GG; U G5 SPN-voltooibaar wees volgens Lemma 2.5.10. Voltooi G; U G5 en
noem die volledige grafiek H;. Neem dan een van die blokke, sé (G3, wat 'n snynodus in
gemeen het met H;. Die vereniging van hierdie blok en H; sal dan weer SPN-voltooibaar
wees. As ons op hierdie wyse voortgaan en elke GG; saam met die vorige voltooide grafiek
beskou, kry ons dat G SPN-voltooibaar is. n
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